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A Construc¢ao do Conhecimento sobre Numero
Fracionario

Construction of Knowledge about Fractional Number
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Resumo

Estudos, experimentacdes e reflexdes ao longo de vinte anos conduziram nossas
investigacdes na dire¢do da construcdo dos conceitos de fracao e de nimero fracionario
pelos alunos. Nesses anos, distintas tendéncias ocorreram em nossas investigagoes,
cadauma decorrente de e revista apds observagdes do pensar e agir do aluno, bem como
da profundidade e alcance do conhecimento construido. Na primeira dessas fases,
usavamos material manipulativo; na segunda, abstragdes reflexivas sobre figuras
geométricas divididas; na terceira, objetos que se apresentavam divididos no mundo
real, o que nos levou a situagdes que envolvessem esses objetos e aos numeros
fracionarios associados. Isso nos revelava uma interface com idéias de Vergnaud sobre
a formacdo de conceitos, apresentada na Teoria dos Campos Conceituais. Passamos a
investigar e experimentar o desenvolvimento de uma proposta para a aprendizagem dos
numeros fracionarios seguindo os elementos dessa concepgdo, que inclui situagdes
iniciais, esquemas dos estudantes na agdo e representagdes do conceito. Nesse texto,
apresentamos a trajetoria de nosso trabalho, a re-elaborag@o da proposta na ultima fase
e resultados obtidos. A proposta que desenvolvemos centra a aprendizagem das fragdes
na construcdo de um niimero, explicitando a que vem a ser esse niimero € o que ele
quantifica, bem como suas relagdes com os nlimeros naturais.
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Abstract

Studies, experimentation, and reflections over the course of twenty years have led our
investigations in the direction of students’ construction of the concepts of fraction and
fractional number. Distinct trends can be identified in our investigations over the years,
each resulting from and reviewed following observations of students’ thinking and
reactions as well as the depth and reach of the knowledge constructed. In the first of
these phases, we used manipulative material; in the second, reflexive abstractions
regarding divided geometric figures; in the third, objects that showed themselves divided
in the real world, which led us to situations involving these objects and their associated
fractional numbers. This revealed to us an interface with the ideas of Vergnaud regarding
the formation of concepts, presented in the Theory of Conceptual Fields. We began to
investigate and experiment with the development of a proposal for learning fractional
numbers according to the elements of this conception, which includes initial situations,
schemes of the students in action, and representations of the concept. In this context,
we present the trajectory of our work, a re-elaboration of the proposal in the final phase,
and our findings. The proposal we developed centers on the learning of fractions in the
construction of a number, making explicit its aim and what it quantifies, as well as its
relations with natural numbers.

Key-words: Fraction as number. Vergnaud — Formation of Concepts. Counting, Division,
Measures prioritized in relation to Divided Geometric Figures.

Introducio

Constatagdes a respeito das limitagdes dos processos utilizados para
o ensino e a aprendizagem de fragdes, efetuadas por nds ao longo de projetos
de investiga¢ao e interveng¢do em escolas?, bem como de programas® para os
quais formulamos e aplicamos propostas para o ensino desse tema, foram o
fio condutor e impulsionador de nossos estudos e experimentos, voltados
para a formacao dos conceitos de fragdo, de nimero fracionario ¢ da
representacdo fracionaria desse nimero. Consideramos que, a despeito do
uso social e generalizado da representac¢ao decimal para o nlimero racional,
tais conceitos sao mais adequados a certas situagdes de quantificagao e

'"Um Novo Curriculo de Matematica da la a 8a séries. UnB/Matematica - CAPES/MEC/PADCT/
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comparacao do que a representacdo decimal. Por exemplo, ao compararmos
um terco e um quarto, a representacdo em decimais seria pouco significativa e
desnecessaria. A representacao fracionaria pode ainda constituir-se em apoio
para a introdugdo da representagdo decimal. Além disso, consideramos a
representacdo fraciondria relevante na compreensao mais ampla de nimeros
racionais, de proporgdes, fracdes algébricas, probabilidade.

A énfase na constru¢ao desse numero foi motivada por inimeras
respostas inadequadas dos alunos a questdes propostas. Por exemplo,
interrogando-se sobre o que é fragdo, sio comuns respostas do tipo é pedacgo,
¢ aquele negocio de dividir figuras, é cortar tiras. Ja a pergunta fracdo é
numero? geramuitas duvidas, mas, com certa freqiiéncia, aparece a resposta
sdo dois numeros. Constata-se, também, certo evitamento da notagao
fracionaria, muitas vezes por um nao entendimento das mesmas, entre alunos
que ja conhecem os decimais. Pires (2004, p.107) cita o exemplo de Carla,
que, para calcular o total de liquido formado por meio litro, mais um quarto
de litro, mais outro quarto, opta por trabalhar com decimais, escrevendo,
erroneamente, 1 quarto como 1,25. Infelizmente, tanto do ponto de vista da
compreensdo conceitual, quanto do entendimento, aplicagao e resolucao
corretos das operagdes, as deficiéncias na aprendizagem dos niimeros
fracionarios e, de modo mais geral, dos racionais, persistem longamente, nao
encontrando, por vezes, possibilidades de superagao ao longo do ensino basico.
Baldino (2006) narra:

tenho um aluno que esta fazendo célculo I pela terceira vez;
jé aprendeu razoavelmente as regras de derivacao. Para ele,
um ter¢o menos um nono da um sexto. Quando os colegas

se espantaram, ele corrigiu para menos um sexto.
Objetivos deste texto

O objetivo deste texto € apresentar uma seqiiéncia historica das
diversas propostas que ja elaboramos e experimentamos, em equipe ou sozinha,
para o ensino e a aprendizagem do niimero fracionario, cada uma impulsionada
pela anterior; das tendéncias que as caracterizaram, de suas vantagens e
limitagdes, e de como elas nos conduziram em direcdo as idéias de Vergnaud
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sobre a formagao de conceitos e a uma proposta fundamentada nessas idéias.
O caminho mais longo foi até chegar ao marco inicial da teoria—perceber que
o inicio de tudo deveriam ser situagdes significativas que tornassem o conceito
util e necessario. Porque nem os materiais manipulativos, as fichas, canudos
ou tiras divididas, nem as figuras geométricas divididas, nem a designacdo de
pedagos de pizza apresentavam situagdes que demandassem realmente uma
construgdo desses novos niimeros. A partir do confronto dos alunos com tais
situagdes, os outros componentes constitutivos da formagao do conceito
afloraram e desdobraram-se, naturalmente ou com mediagao do professor —
esquemas, invariantes e representagoes. Isso conduziu a uma reelaboragao
de nossa proposta, da qual apresentamos os principais elementos e resultados
obtidos. O objetivo do texto € mostrar como a necessidade de novos numeros
— quantificadores para novas situagdes — surgiu no bojo de situagdes, como
relacdes entre eles foram progressivamente elaboradas e de como esses
numeros imiscuiram-se entre os nimeros naturais, ja conhecidos dos alunos.

Abordagens conceituais e metodologicas

Dificuldades na aprendizagem dos niimeros fracionarios sdo apontadas
na literatura ¢ nas avaliagcOes nacionais, como as do SAEB- Sistema de
Avaliagao da Educagdo Basica, desenvolvido pelo INEP/MEC (2001,2003).
Varios autores atribuem as dificuldades a complexidade, ou as multiplas facetas
do numero racional, mencionando subconstrutos ou personalidades desses
numeros. Anogao de que um numero racional assume diferentes personalidades,
e esse conjunto de subconstrutos o caracterizam, foi introduzida por Kieren
(1976) e, em principio, adotada por varios autores, como Behr ez al. (1983).

Embora compartilhando da necessidade desse estudo mais amplo,
que integra o campo conceitual dos numeros fracionarios, optamos por focar
inicialmente a abordagem conceitual desses nimeros na caracteristica
quantificadora essencial dos mesmos, no fato de cada um ser um substrato
comum a todas as colec¢des quantificaveis por ele, associado, por exemplo, a
resultados de contagem ampliada, divisdo ou medida.

Behr e Post (1992) citam essa caracteristica numérica em outras
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palavras: “Vamos pensar cuidadosamente sobre o que pode estar envolvido
para que uma crianga compreenda que 3/5 representa uma so entidade,
compreender o que € essa entidade, que ela tem um tamanho e que tamanho
¢esse”.

Em nossa proposta, procuramos a compreensao da entidade numérica
fracionaria anterior a representagao escrita. Centramos a proposta na
construg¢do de um numero, explicitando a que vem a ser esse nimero € o que
ele quantifica, bem como suas relagdes com os nimeros naturais.

O conceito claramente formado do que esses nimeros quantificam
conduz a varias percepcdes: de que ha uma ampliagao do que era suscetivel
de ser quantificado; de que € possivel comparar, em termos de quantidade
representada, esses numeros entre si € com 0s numeros naturais, do
reconhecimento de que os novos niimeros entremeiam-se entre 0s nNUMeEros
naturais e do posicionamento dos mesmos na reta numérica - conhecimentos
que servem de suporte a exploragao de outras fungdes desses numeros.

Mais recentemente, Moreira e David (2005, p.61) mencionaram
aspectos desse conhecimento necessario aos alunos (contrapondo-os ao que

¢ veiculado nos cursos de graduagao):

As extensdes numéricas que se operam na escola sdo de
natureza totalmente diferente ja que o conjunto e a estrutura
que resultam do processo de extensdo apresentam-se como
um universo genuinamente novo para o aluno.

[...] no caso da ampliagdo dos naturais aos racionais
positivos, o professor tem que levar em conta que a crianga,
até certa altura da sua vida escolar, apenas reconhece como
niimeros os inteiros positivos. Assim, a aquisi¢ao da nogao
abstrata de numero racional estd associada a um longo
processo de elaboragao e reelaboragdo, quase que elemento

a elemento.

Entretanto, nem idéias sobre as varias “personalidades” do nimero
fraciondrio, ou a que se foca na “personalidade’” numérica, nem tampouco
uma abordagen diferenciada nos cursos de licenciatura estdo impregnadas a
pratica.

Este texto ¢ fruto de experiéncias a longo prazo. Registros desses
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estudos, com as concepgdes adotadas, propostas resultantes e exemplos de
resultados obtidos estdo presentes em relatorios, médulos de ensino e
apontamentos, dos quais os mais relevantes sao mencionados nas referéncias.
A metodologia de trabalho centrou-se basicamente na analise e reflexao sobre
esse material.

Cada proposta didatica, por sua vez, distingue-se por elementos
metodologicos proprios.

As primeiras propostas apoiavam-se em materiais manipulativos e
figuras geométricas, que passaram depois a objetos do contexto social e,
finalmente, a situagdes do cotidiano que evidenciavam a necessidade da
emergéncia desses novos niimeros. A partir disso, a proposta incorporou idéia
de Vergnaud sobre a formagao de um conceito, que sera melhor explicitada.

Os redirecionamentos decorreram de dois fatores, o primeiro sendo a
observagdo dos modos de pensar e agir do aluno, que podiam demandar
novas mediacdes e incorporacdo de mudangas a proposta; e o segundo, a
reflexdo sobre a profundidade e o alcance obtidos na natureza dos conceitos
e processos aprendidos pelo aluno. Essas abordagens metodoldgicas
articulavam-se ao objetivo conceitual de conseguir um conhecimento que
situasse o aluno em relagdo a esses nimeros como uma realidade matematica
do mundo, capaz de relacioné-los e operar com eles com compreensao,
fazendo relacOes mentais basicas, como ocorre com 0s numeros naturais.
Como exemplos dessas competéncias, o aluno deveria saber desenhar e
visualizar no mapa de uma regido, a area possivel (e aproximada) referente a
informagao dois ter¢os do municipio estdo cultivados com cana (podendo
ser continua ou ndo); ou ainda reconhecer de imediato que 4/3 representa
uma quantidade maior do que a representada por 19/20 da mesma unidade.

Esses elementos centrais metodologicos serdo descritos em cada
proposta.

Verifica-se, por outro lado, que as metodologias mais comumente
usadas na introdugdo desses numeros envolvem figuras geométricas divididas
e pintadas e conjuntos discretos.

Nos ultimos anos, Nunes e Bryant (1997, p.191) destacaram limitagdes
do processo usual de uso de figuras geométricas divididas e pintadas,
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associadas a um processo de dupla contagem, ao mesmo tempo que apontam

pseudo-resultados satisfatérios advindos do mesmo:

[...] (no processo de dividir e pintar), as criangas sao
informadas que o numero total de partes ¢ o denominador,
entdo, o numero de partes pintadas ¢ o numerador. Com
algumas poucas regras para calcular, permitem que as
criangas transmitam a impressao de que sabem muito sobre
fracdes. Pesquisas demonstraram que a impressao de
criancgas raciocinando com sucesso sobre fracdes poderia
ser falsa.

[...] Por exemplo, no Brasil, Campos e cols.(1995) foram
capazes de mostrar bastante claramente que esse modo de
introduzir fragdes pode, em realidade, conduzir criangas a
erro. O método de ensino, alegam, simplesmente encoraja
os alunos a empregar um tipo de procedimento de contagem
dupla — ou seja, contar o nimero total de partes e entdo as
partes pintadas — sem entender o significado deste novo
tipo de numero.

Esse processo aparece comumente nos livros didaticos, com a
apresentacgdo de figuras geométricas divididas igualmente, algumas partes
destacadas, o resultado sendo associado a uma designagao e simbolo para
essas partes, mas nao claramente a uma quantificacao. Ainda mais, nao fica
clara, para o aluno, a razdo de se trabalhar com todas aquelas figuras e de se
lhes atribuir nomes e simbolos numéricos.

A fala de Pedro, (SANTOS, 2006) de uma4?. série, expoe o problema
em toda sua crueza. Perguntado sobre o que acha dificil em matematica,
responde que acha fracdo. Ao explicar o porqué, diz: Porque a gente tem
que fazer umas coisas lda, ai tem que pintar, ai quando pinta, ai os resto la
eu ndo sei ndao. Por causa que pinta ai tem que ficar fazendo um bucado
de numero la do de branco e do pintado.

As abordagens com conjuntos discretos ¢ andloga: conjuntos discretos
finitos sdo representados como unido de subconjuntos disjuntos e de mesma
cardinalidade, sendo alguns destacados. A representacgdo fracionaria utilizada,
neste caso, tem predominantemente o papel de um operador. Isto €, se o
conjunto total tem 12 elementos, e for dividido em 3 subconjuntos disjuntos
com 4 elementos cada, dos quais 2 forem destacados, diz-se que 2/3 de 12
¢iguala 8.
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Como dissemos, ao constatarmos a relevancia das situagdes para a
emergéncia de novos niimeros, imbricamos com a concepgao de Vergnaud
sobre a formagao de um conceito, € passamos a investigar € experimentar
como ficariam as idéias desse autor no caso especifico da aquisi¢ao do conceito
de numero fracionario. Seguindo essas idéias, procedemos a ultima re-
elaboragao de nossa proposta, da qual apresentaremos os principais elementos
e resultados obtidos.

O caminho percorrido

Cada proposta que desenvolvemos visando a aprendizagem de fragoes
e nameros fracionarios foi caracterizada principalmente pela escolha dos
recursos iniciais utilizados que, em nossa hipétese, deveriam produzir os
resultados cognitivos esperados. Em todas elas, contudo, houve certos
elementos comuns. Na primeira, partia-se do uso de material manipulativo.

Manipulag¢des concreto/abstratas — particao de fichas e canudos

No Projeto Um Novo Curriculo de Matematica da 1* a 8* Série, a
proposta elaborada por Amato (1988), sob minha coordenagao, foi
experimentada com criangas no Laboratério de Ensino no Departamento de
Matematica da UnB. A proposta, por um lado ainda presa ao uso de material
manipulativo, inovava ao utilizar os mesmos materiais ja usados anteriormente
para os nimeros naturais, dos quais passamos a tomar partes - como canudos
partidos ou fichas retangulares dobradas ou partidas. A idéia basica era de
que os alunos percebessem que se tratava de ampliar as situagdes de
quantificacdo, a partir da ampliacao dos materiais utilizados, seguindo certos
critérios - as primeiras fragdes foram 1 meio, 1 quarto, 1 oitavo (e ndo 1
meio, 1 tergo, 1 quarto...); seguindo-se outras familias, como 1 quinto, 1
décimo. As experimentagdes com criangas sugeriram a necessidade de forte
apoio inicial na linguagem materna, postergando-se a representagdo simbolica,
conforme reportado em Bertoni (2003a, p. 29). Desse modo, restringimo-
nos ao uso da linguagem verbal e a escritas correspondentes, como: “1 inteiro
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menos 1 quarto =3 quartos”. Os trabalhos foram interrompidos pelas férias,
tendo as criangas recomecado suas aulas nas escolas cerca de um més antes
de voltarem ao Laboratorio. Na volta, constatamos que haviam visto muita
simbologia e nomenclatura, mas mostravam-se confusas no entendimento e
sO lentamente resgataram a compreensao de conhecimentos que tinham
anteriormente.

Confusdes ou imprecisdes entre alunos que ja conhecem a simbologia
sdo narradas também em Pires (2004). A autora aplicou em uma sala de aula
varios problemas que haviamos elaborado (BERTONI, 2003a, 2003b, 2004a).
Um deles foi: a jarra estava cheia de dgua. Ramon bebeu metade da dgua
e Joana bebeu metade do que sobrou. Quanto de dgua ficou na jarra?
Solugao de Igor (9a): 0/2 —nenhuma metade. Resposta provavelmente devida
ao fato do problema ndo mencionar guartos, € que nao deixa de ser reveladora
sobre 0o modo como as criangas véem a relacao parte-todo.

Desenvolvendo a aprendizagem compreensiva das idéias operatorias,
essa proposta inicial inovava na construgao dos algoritmos para esses numeros
(BERTONI, 1986), mantendo estreita consonancia com as idéias e os
algoritmos usados para os niumeros naturais. Assim, os algoritmos com niumeros
fracionarios foram trabalhados em forma vertical (soma, subtragdo,
multiplicagdo) ou em forma de chave (divisao). Exemplos constam em Amato
(1988), e em Bertoni (1999, p.75, 2002b, p. 110, 2003a, p.39, 75, 89).

Exemplos desses algoritmos sdo:

1 quarto + 1 meio + Metade + I laranja 2 criangas
Iquarto Metade 1 quarto Meia laranja para cada uma
Metade 1 (inteiro) 3 quartos

Pelo entendimento que as criangas tinham do significado dessas
representacdes usadas para os algoritmos com niimeros naturais e também
da terminologia usada, a maioria delas colocava corretamente os resultados,
sem necessidade de explicacdes anteriores. Note-se o uso de partes de
designagdes distintas e também de divisdo entre naturais.

Houve exemplos significativos da aprendizagem das criangas. Por
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exemplo, em uma situagao de jogo, que pedia o resultado de 5/3 — 1/6, Angélica
respondeu logo “quatro tergos e meio”, e explicou: Um sexto é metade de 1
terco. Se tenho cinco tergos, e tiro a metade de um, ficam quatro tergos e
meio. Naresposta, ficou claro que o meio referia-se a meio tercgo. E que ela
identificava prontamente 1/6 como meio ter¢o devido ao trabalho com familias
—no caso, 1, 1 ter¢o, 1 sexto — que, pelo modo como eram desenvolvidas,
evidenciavam as relagdes entre seus componentes.

As abstracoes reflexivas

Ao término do projeto descrito, houve a diluigcao da equipe e aposentei-
me trés anos depois, prosseguindo, entretanto, ligada a projetos do MEC,
das Secretarias de Educacao de Minas Gerais e do Distrito Federal, consultorias
aescolas e capacitagdes de professores. Nesses desdobramentos pos-projeto,
comecei a observar que, apesar dos €xitos, havia limitagdes da proposta
desenvolvida no mesmo. Por exemplo, embora as criangas reagissem com
entusiasmo aos jogos ludicos de trocas de fichas e formacao de unidades,
adolescentes manifestavam certo desinteresse e jovens adultos até estranheza
sobre a finalidade daquelas relagdes “entre as tiras”.

Nas capacitagdes de professores, muitos manifestavam resisténcia ao
uso, em sala de aula, de canudos, fichas e jogos, que consideravam trabalhoso,
ao mesmo tempo que apresentavam dificuldade em abandonar o recurso a
figuras geométricas divididas e pintadas. A cada situagdo-problema, a tendéncia
era de tragarem imediatamente um retangulo, obtendo uma resposta naquele
modelo. Mas, nas interpretagdes do resultado em um desenho mais fidedigno
a situagdo real, surgiam freqiientes dificuldades. Por exemplo, frente ao
problema: 3/4 da estrada que liga Capinzal a Morro Alto estdo asfaltados.
3/8 da estrada ja tém sinalizagdo. Qual a parte da estrada asfaltada e
sem sinalizag¢do? Alguns resolviam pela divisao de um retangulo, outros pelo
algoritmo da subtracdo, mas nem todos sentiam-se aptos a mostrar o que
ocorria em um estrada que desenhavamos, com curvas. Em problemas
referindo-se a um litro de leite (havia % de litro de leite e foram bebidos 3/
8, quanto restou?), ainda havia o costumeiro procedimento de divisao de
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retangulos (Figura 1). Na transposi¢ao para a realidade de um litro de leite, a
superficie do leite restante aparecia, muitas vezes, como uma linha quebrada

(Figura2).
o

Figura 1 Figura 2

Uma dificuldade reveladora ocorria quando, propositadamente,
introduziamos um elemento irreal no problema, como: 4/3 da estrada estdo
asfaltados... Participantes nao hesitavam em tomar um retangulo, alguns deles
dois retangulos e prosseguir nas divisoes. Isso evidenciava que a representacao
4/3 ndo tinha um significado quantitativo real, apenas conduzia a uma
representagao.

Uma limitacao desse modelo consiste no fato da informagao obtida
tender a ficar restrita a0 mesmo, ndo se transferindo para outras situagoes
nem levando a constru¢do mental do numero fracionario. A imagem de 3/8
que permanece ¢ a de 3 retAngulos na figura dividida em 8.

Devido a preferéncia dos professores, tentamos, apesar dessas
limitagdes, tirar o melhor proveito desse modelo arraigado até hoje na pratica
pedagogica. Sem abandonar totalmente os recursos validados no projeto
anterior, centramos nosso enfoque nas abstra¢des reflexivas sobre as figuras,
0 que consistia em propor atividades sobre figuras, que se desdobravam em
divisdes e pinturas seguidas de questdes que apelavam para reflexdes e
estabelecimento de relagdes. As atividades incluiam partes pintadas
descontinuas e divisao de uma figura em certo numero de partes equivalentes,
distintas entre si. Em relagdo ao conhecimento do professor familiarizado
com esse modelo e convicto de que ele era inextricavelmente articulado ao
conhecimento de fragdes, a abordagem representava um ganho de
conhecimento qualitativo. Embora parcialmente usado em alguns médulos, o
exemplo tipico que temos dessa fase consta em Bertoni (2001), uma oficina
para professores.
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Os objetos contextualizados

Na verdade, tanto o material manipulativo anteriormente usado (fichas
e canudos), quanto as figuras geométricas associadas a abstragoes reflexivas
nos causavam certa inquietacao, por parecerem de certo modo artificiais,
sem uma articulagao clara dos particionamentos de figuras, fichas, canudos
com particionamentos reais encontrados no viver cotidiano.

Essa desarticulagdo fica mais visivel se compararmos o uso desse
material com o uso de material de contagem, para os numeros naturais. No
caso dos niimeros naturais, hd uma sintonia perfeita entre o contar objetos da
realidade, como carteiras, alunos, balas e o contar objetos manipulativos:
tampinhas, palitos, canudos etc, tornando a agao de contar objetos na escola
bastante significativa para o aluno. Ja a leitura quantitativa de materiais
representando partes da unidade, que usavamos em jogos, encontra um fraco
mapeamento em situagdes do cotidiano infantil, ndo tendo a ver com agdes de
avaliacdo numérica de partes fraciondrias, efetuadas no cotidiano. Nesse caso,
a didatica produz um anteparo antes de o conceito de quantificador fracionario
ser formado, propondo que o aluno entenda uma representagao simbodlica
antes de ele saber o que esta sendo representado, ou para qué aquela
representagao servira.

O desenvolvimento que da seqiiéncia a esses modelos, na
aprendizagem usual dos niimeros fracionarios, envolve relagdes e operacdes
entre eles, os quais permanecem centrados nos materiais e figuras, criando
um universo proprio para a existéncia das fragdes, desvinculado da realidade.
Uma segunda etapa ¢ a da apresentagdo dos algoritmos, articulados, de modo
rarefeito, as figuras.

Essa constata¢do levou nosso foco para contextos da realidade,
gerando um rastreamento de coisas divididas em partes iguais, ou que requeriam
tal divisao. O foco central da proposta passava da concretizagdo manipulativa
a contextualizacao do mundo real. Trabalhamos com sanduiches e laranjas
divididas ao meio ou em quatro partes; pizzas grandes divididas em 8 partes e
pizzas médias divididas em 6; a divisao do bolo da merenda para os alunos; a
divisdo de tortas e pudins como surgiam em confeitarias, divisao de estantes



Bolema, Rio Claro (SP), Ano 21, n° 31, 2008, p. 209 a 237 A Construgdo do... 221

em compartimentos, divisdo do relogio analogico e até a nau dos quintos do
Brasil colonial. Exemplos constam em Bertoni (1994-1995, 2002b, p. 60 a
63). Passamos a evitar o uso de material concreto produzido abstratamente.
O aluno era estimulado a pensar com autonomia, apoiado nos objetos reais
descritos pela situacao e, caso necessitasse, a desenhar ou recortar em papel
algo que representasse os objetos considerados (sem o professor sugerir ou
apresentar figuras geométricas).

Embora inicialmente esses objetos servissem mais a constatar e
descrever esses fatos da realidade, ocasionalmente eles nos levaram a
situagdes-problema reais envolvendo esses objetos. Isso nos levou a mais um
passo, que nos parece ter sido o mais importante, nas mudangas sucessivas
da proposta inicial.

Construindo a proposta segundo idéias de Vergnaud

Franchi (1999) menciona que

Vergnaud considera um conceito como constituido de trés
conjuntos:

S: conjunto de situacdes em que o sentido ¢ constituido
(referéncia)

I: conjunto dos invariantes operatorios, conceitos-em-ato
e teoremas-em ato que intervém dos esquemas de tratamento
dessas situagdes (o significado);

L: o conjunto de representagdes lingiiisticas e nado
lingiiisticasque permitem representar simbolicamente o
conceito, suas propriedades, as situacdes as quais ele se
aplica e os procedimentos de tratamento que dele se nutrem

(o significante).

Franchi prossegue citando Vergnaud:
O estudo do desenvolvimento e do funcionamento de um
conceito, no decurso da aprendizagem ou quando de sua
utilizacdo, deve considerar, a0 mesmo tempo, o plano das
situacdes, o dos invariantes operatérios e o das

representacdes simbolicas. (VEGNAUD, apud FRANCHI)

Diante da clara interface entre o ponto a que chegaramos — emergéncia
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de situagdes do contexto fisico e social que usavam numeros fracionarios - €
o elemento inicial da concepgao de Vergnaud para o desenvolvimento de um
conceito — situagdes que demandam a constitui¢ao do conceito — optamos
por investigar mais quais seriam essas situagdes, incorpora-las a uma nova

fase da proposta e aplica-las. Moro e Starepravo (2005) mencionam que

Segundo Vergnaud, (1979), ¢ possivel aprender muito mais
sobre o significado que um conceito matematico tem para
uma crianga se for estudada a forma como ela, crianga, lida
com problemas que, para sua solucdo, necessitem deste
conceito, do que estudando-se apenas o uso que ela faz de

palavras e simbolos referentes ao conceito.

Ap6s a investigacdo das situacdes, o desdobramento natural foi
investigar os esquemas de a¢do dos alunos e professores frente a essas
situagdes, os invariantes a que chegavam e as representagdes que surgiam e
as que se faziam necessarias. Desse modo, passamos a investigar como seria
uma proposta para o ensino e a aprendizagem dos nimeros fracionarios
segundo as idéias de Vergnaud para a formacao de um conceito em geral. Os
trés componentes da acepgao de Vergnaud sobre um conceito nos permitiu
organizar nossos resultados anteriores, enriquecé-los e dar um suporte tedrico
a proposta.

Situacées-problema

Identificamos, como situagdes-problema que poderiam fazer emergir
aidéia do numero fracionario, as de divisdo entre nimeros naturais com resto
que pedia naturalmente uma continuidade da divisao, certas situagdes de medida
e situagdes que chamamos de contagem estendida.

Na contagem estendida, a emergéncia do nimero fracionario esta
associada a quantificagdo de colegdes que ndo apresentam apenas objetos
inteiros, contaveis pelos nimeros naturais. Por exemplo, saber quanto de
melancia ha em uma banca com melancias inteiras e outras partidas em metades
ou quartos. Perguntamos quanto havia de melancia; ou demos a quantidade
de melancias inteiras que havia no inicio do dia, e perguntamos quantas haviam
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sido vendidas até aquele momento. As criangas podiam descrever em termos
de melancias inteiras e pela metade, mas a situagao revelou-se propicia também
para a introduc@o do nimero quantificador um quarto. Um aspecto relevante
dessa abordagem ¢ dela ressaltar o aspecto de quantificagdo, e o resultado
misturar nimeros naturais € nimeros fracionarios menores do que um.

Colegoes desse tipo aparecem freqiientemente como resultados de
situacdes de medida ou de divisdo com resto entre nimeros naturais.

Alguns exemplos: nas divisoes de 3 laranjas para duas criancas, ou de
45 bolinhos para 30 alunos, propostas livremente, respostas envolvendo
inteiros e metades aparecem de modo muito natural.

Comeca a emergir um objeto com uma caracteristica quantificadora
essencial, portanto um ntimero. Sao novos quantificadores, que se tornaram
necessarios para expressar um resultado de contagens estendidas, medidas
(quando possivel) ou de divisdes entre dois nimeros naturais.

Ao destacar situacdes de divisao para a introdugdo dos numeros
fraciondrios, encontramos respaldo historico, pois elas estdo nos primérdios
da nog¢do humana sobre fragdes. Tropfke (1980, p.93), em sua Historia da
Matematica Elementar, faz uma descricao inicial do possivel aparecimento

historico das fragdes a qual, numa traducao adaptada, ¢:
A tarefa de dividir k objetos em n partes (por exemplo dividir
7 paes por 10 pessoas) apareceu, na pratica, seguramente
antes de qualquer costume escrito. Talvez se tenha
inicialmente dividido cada um dos objetos em 10 partes —
desse modo obtinha-se a “fracdo tronco” 1/10, que podia
ser considerada, de certo modo, como uma nova unidade, e
entdo reunia-se 7 dessas novas unidades. A fracdo geral 7/
10 ¢ assim, por um lado, entendida como o resultado da

divisao 7:10; por outro, como reunido de 7 unidades 1/10.

Embora isso seja uma hipotese, a divisdo de naturais resultando em
fracdes foi documentada posteriormente na historia dos egipcios (CAVEING,
1992, p. 40-41).

Em situacdes envolvendo a partilha do resto, o fato de o resultado
final envolver, muitas vezes, nimeros naturais acompanhados de nimeros
fracionarios menores do que a unidade, permite uma compreensao mais ampla
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dos nimeros fracionarios do que aquela obtida pela relagdo parte-todo, a
partir de uma tinica unidade (com obstaculo posterior a aceitacao de fragoes
maiores do que a unidade). A situagdo aventada por Tropfke chama ainda
nossa atenc¢ao para o fato de haver um problema real demandando a divisao
de um ou mais objetos em partes iguais, e ainda para o fato da divisao 7+-10
ter como resultado 7/10.

Situagdes de divisao que conduzem a divisdo do resto surgem com
freqiiéncia. Por exemplo: dividir 10 cocadas para 6 criancas. Algumas solucoes

possiveis:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L1 O O O O O B

6 doces 6 metades 6 sextos

Dar um doce a cada um; partir os 4 doces que sobram ao meio, dar
uma metade a cada um; partir as duas metades restantes em 3 partes cada
uma, dar um pedago a cada um.

A identificac¢do das partes, com nomeagdo e representacdo, fica
associada a uma situagao de quantificagdo articulada ao contexto. Cada crianga
recebe doces, aprende a dizer e representar quanto recebeu. Muitas
manifestam-se inicialmente dizendo que receberam uma cocada, mais meia
cocada, mais um pedacinho que, instigadas, especificam ser a metade
dividida em 3. Registros posteriores geram novas expressdes como cada

1 1 1 1 )
um recebe | + 3 + 3 de metade ou 3 + n . Aceita e entende a
representagao:
10 6
1
14 -+ 1

2 6"

Em outra solu¢do, cada cocada pode ser dividida em 6 partes, cada
crianga recebendo uma parte de cada cocada. Trata-se de procedimento
proposto ou de boa aceitagao entre as criangas, principalmente quando o
total a ser dividido € menor do que o niumero de criangas: 3 bolos para 10
criangas recebe prontamente a proposta de alguns: divide cada um em 10,
da um pedago para cada um (ocorre aqui um procedimento analogo ao
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hipotetizado por Tropfke. Assim como na solug@o anterior, o nimero um
sexto pode ser introduzido, a divisao resultando em:

10 6

1
10 sextos ou 10 de n

A investigagdo de que as duas respostas se equivalem ¢ um
entretenimento desafiador para os alunos. A natureza numérica do novo objeto
fica evidenciada por expressar uma quantidade recebida, mas podemos
acentua-la, perguntando: Que niimero indica a quantidade que vocé recebeu?
Que numero € maior: 1 ou 10 sextos? 10 de 1/6 e 1+ 2 + 1/6 representam
quantidades iguais ou diferentes? Sao niimeros iguais ou diferentes?

Evitamos falar em fragdo ou fragdes equivalentes, substituindo por
namero, que, depois, sera caracterizado como niimero fracionario.

Muitos livros de 5% série (6° ano) informam o aluno de que o simbolo
p/q indica um ntimero racional e que o trago indica uma divisao, na maioria
das vezes sem referéncia ao significado dado anteriormente a essa
representa¢do. Por exemplo, afirmam que % € um niumero racional e que o
traco indica a divisdo de 3 por 4, mas ndo mostram que o resultado dessa
divisdo dé a fragdo %, ja conhecida deles. De modo geral, ndo apresentam
representagdes como:

3+4=3% Ou 3 14
3
Essa divisdo, quando surge, aparece “justificada” por uma regra sem
significado: 3 +4=3/1+4/1=3/1x1/4=(3x1)/(1x4)=%a. Assim, o que era
reconhecido em livros das séries iniciais como uma fracao no sentido de relacao
parte-todo muda de status, tornando-se uma divisdo e adquirindo o nome de

numero racional. Confundem-se os conceitos de operacao e de ntimero.

O terceiro tipo de situagdes, envolvendo medidas, ocorreu
historicamente e ocorre no cotidiano. Ao determinar um comprimento, o aluno
pode ter necessidade de expressa-lo em metros e meio metro, metros € quartos
de metro, metros e décimos de metro ou metros e centésimos de metro, como
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no caso de sua altura. Mais ainda, mostra os numeros naturais € 0S Novos
numeros interrelacionados. O niimero 4 € meio representa uma quantidade de
4 objetos e metade do mesmo, ¢ uma quantidade maior que 4 € menor que 5,
o nimero que a representa ¢ ordenado do mesmo modo.

Os trés tipos de situagdes — contagem estendida, divisdo e medida
sdo situagdes significativas, que tornam o surgimento das fragdes, como
numeros, util e necessario.

Esquemas

Como mencionado, segundo as idéias de Vergnaud, o modo como o
aluno atua em situagoes relacionadas a um conceito manifesta-se em agoes €
em esquemas. Surgem conceitos e conhecimentos formados nas situagoes
que o aluno enfrenta, as quais, embora na maioria das vezes implicitos, orientam
aacao dos alunos, sendo chamados conhecimentos-em ato, que por sua vez
incluem conceitos-em-ato e teoremas-em ato.

Franchi (1999, p.171) cita Vergnaud: “Um conceito-em-ato ¢ um
conceito (objeto ou predicado) implicitamente tido por pertinente, e teorema-
em-ato € uma proposicao tida por verdadeira.”

Falcao (2003, p.36) menciona:
O esquema diz respeito a ...”organizac¢do invariante da
conduta para uma determinada classe de situagdes”
(Vergnaud, 1990, p. 136) e se constitui, segundo a analise
aqui proposta, no elemento central do funcionamento

cognitivo, o que abrange o desenvolvimento dos conceitos.

Prosseguindo, o autor nos diz (p.37):
Se, indubitavelmente, as regras de agdo fazem parte dos
esquemas, estes ndo se resumem a estas regras, pois
adicionalmente comportam invariantes operatorios (no
sentido piagetiano do termo), inferéncias e antecipagdes:
Sdo os invariantes que permitem aos esquemas achar as
condigdes de funcionamento nas diversas situagdes com
as quais o individuo se defronta; sdo as inferéncias que
permitem aos esquemas levar em conta os valores atuais
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das variaveis de situagdo ¢ se adaptar a situagdes novas,
calculando regras e antecipagdes; estas antecipagdes, por
sua vez, sdo responsaveis pela funcionalidade dos
esquemas; enfim, as regras de a¢ao engendrama seqiiéncia
de agdes do individuo. (VERGNAUD, apud FALCAO, 2003,

p.36)

Observando procedimentos ou repensando outros, conseguimos
identificar varios tipos de esquemas.

* Numérico-conceituais

Identificagdo e Formagao do todo, da metade, do complementar

» Comparativos

Angelina, questionada sobre o que seria maior: 2/3 ou %, respondeu,
com certa rapidez, que era %4. Solicitada a explicar como pensara, disse: Se
eu como ¥, sobra Y. Se eu como 2/3, sobra 1/3. Y é menor do que 1/3.
Quando sobra menos, é porque eu comi mais.

Identificamos ai 0 esquema de comparagao pelo complementar, e ainda
um teorema em agao: quanto mais divide, menor fica.

* Equivaléncias em a¢ao

Por exemplo: em meio litro de leite ha 2 quartos de litro, em meio
litro mais metade de meio litro ha 3 quartos de litro. Ou outro. em 1%
litro de leite ha 4 quartos de litro mais um quarto, sdo 5 quartos de litro
de leite . Esses processos intuitivos, de reconhecimento das quantidades
fraciondrias na realidade, contrastam com processos escolares como
transforme 1% em fragdo impropria o qual, por sua vez, ¢ feito segundo o
processo ensinado de multiplicar o nlimero inteiro pelo denominador e somar
com o numerador. Consideramos esse reconhecimento do niimero fracionario
indicando diferentes decomposi¢des de uma mesma quantidade como basico
para um entendimento significativo de equivaléncias. Um esquema mais geral
de equivaléncias sera visto no proximo item.

* Variagdes e permanéncia da quantidade representada

Transcrevemos algumas inferéncias na forma como alunos e
professores as expressaram:

- “Quanto mais divide, menor fica”.
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Explicagdes vinham, por exemplo, na forma:

Parater 1 quarto, divido em 4. Parater 1 terco, divido em 3. 1 quarto
¢ menor porque dividiu em mais partes.

- “Quantos mais pega, mais se tem”. Embora fosse valido,
costumavamos repeti-lo em outra forma, que traduzia com mais detalhes do
que se tratava: quantos mais pedagos do mesmo tamanho forem tomados,
mais se tem. Exemplo de explicacdo:

Quem tem 3 quartos tem mais do que quem tem 2 quartos, ou de
quem tem 1lquarto

- Articulacdo entre as variagdes relativas a em quantos se divide e
quantos se toma.

Um esquema mais refinado, que chegou a ser percebido pelos alunos
em casos particulares, foi o de dividir mais e simultaneamente pegar mais,
algo como: O bolo foi dividido, e Maria pegou um pedaco. Um bolo igual

foi dividido no dobro de pedacos e Luisa comeu 2 pedagos. Quem comeu
mais? Um ponto de apoio para essa percep¢ao € que dividindo cada pedago
ao meio, tem que pegar 2 para ficar com o mesmo tamanho.

Ressaltando esse raciocinio a cada vez que surgem situacdes anlogas,
minha hip6tese é que chegariamos, talvez na 5% ou 6 série, a algo equivalente
a “se dividirmos cada pedaco em n partes, temos que pegar n vezes a
quantidade de pedacos para ficar com o mesmo” ou “multiplicando o
denominador por n, cada pedaco fica dividido por n. Entdo, para ndo
alterar a fragdo, é preciso pegar n vezes a quantidade de pedacos, o que
corresponde a multiplicar o numerador por n”’. Desse modo, a construgao
mental da logica das “fragcdes equivalentes” estaria apoiada em: percepcao da
reduc¢ao de cada parte por aumento do divisor; do aumento da quantidade
total por aumento do nimero de partes consideradas; e da articulagdo entre
os dois processos, produzindo nimeros fracionarios iguais embora com
representacdes distintas.

* Esquemas divisivos

Ja apresentamos alguns desses esquemas, em que a divisdo de dois
numeros naturais resulta em um niimero fracionario, podendo ser na forma de
uma soma de numeros. Consideramos que, tdo importante quanto dividir e
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chegar aum ntimero fracionario, ¢ olhar o nimero fracionario, reconhecé-lo
em sua caracteristica quantificadora e sabé-lo resultado de uma divisao entre
numeros naturais.

Narramos a seguir uma situagao ilustrativa de esquemas divisivos
(BERTONI, 2004b) e de uma compreensdo adequada do conceito de fragao
apresentados por alunos.

Em uma escola na qual faziamos consultoria e acompanhamento,
apresentamos a seguinte situacdo: 7rés colegas foram a uma pizzaria e
pediram uma pizza, que veio dividida em quatro partes iguais. O gar¢com
serviu uma parte a cada um. Ao terminarem de comer, pediram ao gar¢com
que dividisse o pedago restante entre os trés. Quanto de pizza cada um
comeu? Entre os alunos que haviam sido transferidos de outras escolas, a
maioria ficou bloqueada, e reclamou por ndo haver numeros. Os alunos
antigos da escola pensaram ativamente e varias solugdes foram apresentadas,
com respostas em formas diferenciadas:

1 quarto mais 1 tergo de I quarto

4 tergos de Y

1 quarto mais I doze avo

4 doze avos

1 terco

Ao exporem as solucgdes, os alunos conseguiam mostrar como
compreendiam a situac¢do. A primeira resposta reproduz a distribui¢ao feita
pelo garcom; na segunda, os alunos argumentam (alguns desenhando a pizza
e seus pedacos) que, assim como o garcom dividiu o ultimo quarto em 3
partes (tercos de quarto), eles também podiam pensar o quarto que cada um
recebeu inicialmente dividido em 3 partes, e isso daria um total de 4 desses
pedagos (tergos de 1 quarto) a cadaum; a terceira e a quarta solugao tinham
geralmente desenhos da divisdo da pizza, com a substitui¢ao do ter¢o de um
quarto por 1 doze-avo. O grupo que respondeu “1 terco” parecia um pouco
bloqueado frente a tantas explicagdes. Disse que nao havia escrito nada, nem
desenhado nada, nem pego material. Pedimos entdo que contassem como
haviam pensado. Disseram: Ndo eram 3 meninos? Ndo comeram a pizza
toda? Todos comeram igual. Entdo cada um comeu [ terco.
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Essa situacdo foi depois apresentada em outras classes, com alunos
que ndo conheciam fragdes, os quais, usando outros recursos lingiiisticos,
tiveram desempenhos semelhantes.

* Esquemas comparativos mais elaborados

- Comparando com a metade

As criangas percebem o significado da regularidade nos niimeros 2,
2/4,3/6 etc. Percebem que dividiram em certo nimero de partes e tomaram
metade delas, e que, portanto, qualquer desses nimeros representa 0 mesmo
que metade. A inferéncia feita € que, para ser equivalente a /2, um numero
fraciondrio deve ter o numerador igual a metade do denominador.

Isso permite também decidir se um numero fracionario ¢ maior ou
menor que ametade: 5/8 ¢ maior que a metade, pois a metade seriam 4/8; 8/
17 ¢é menor que Y4, pois a metade seriam 8,5 /17. Sem conhecer a
representacdo decimal, alunos dizem algo como: se divido em 17 pedacos,
para ter metade tenho que ter oito e mais metade de um deles, mas so
tenho 8, entdo ndo chegou na metade.

- Comparando com o inteiro

Para ser equivalente a 1, um ntimero fracionario deve ter o denominador
igual ao numerador, ou seja n/n. Significa que o todo foi dividido em n partes
e todas as n foram tomadas. Pode-se comparar nimeros fracionarios
comparando cada um com a unidade: 3 quartos ¢ menor do que 5 tergos,
porque 3 quartos nao formam um inteiro e 5 ter¢os ¢ maior do que um inteiro.
Da mesma forma: 9/7 > 12/15; 8/9 <5/3.

- Comparando pelo complementar. Um exemplo ja foi apresentado.
Nos casos em que ¢ mais facil comparar os complementares de um nimero
fracionario, os alunos recorrem a eles, lembrando que ao maior complementar
corresponde o menor nimero.

* Esquemas operatorios

No proximo item, que trata das representacoes, partiremos de
situagdes que envolvem esquemas operatorios e linguagens que os descrevem.
Desde o inicio da aprendizagem desses novos numeros, surgem naturalmente
relagdes comparativas € operatorias entre eles. A jungao desses numeros com
os numeros naturais estende para o conjunto ampliado os significados das
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operacdes que ja existiam, mantendo forte analogia entre elas.

Nesse sentido, embora os PCN do 1° e 2° ciclos omitam, nos conteuidos
conceituais e procedimentais do 2° ciclo, o calculo de operagdes de nimeros
racionais na forma fracionaria, consideramos possivel o trabalho com essas
operagdes, desde que especificado por meio de estratégias ndo
convenciondais.

Nessa etapa, observamos a capacidade de compreensao dos conceitos
e elaboracdo de estratégias alternativas de solucdes. Ao investigéa-los, a
quantidade de esquemas e teoremas que emergiram nos surpreendeu, inclusive
por ndo estarem mencionados nas propostas que conheciamos. Eles estao
mencionados em Bertoni (2004b) e em cursos da SBEM-DF (BERTONI,
2006).

Representacgoes

Em terceiro lugar, para Vergnaud, faz ainda parte da construcao de
um conceito um conjunto de representacdes lingiiisticas e ndo lingtiisticas que
permitem representar o conceito, suas propriedades, as situacdes a que se
aplica e que devem suceder as agdes, pois ¢é pela agcdo que se inicia o
pensamento (VERGNAUD, 1996, p. 276).

As situacdes iniciais referiam-se ao contexto de situagoes cotidianas
trazidas para a sala de aula, como a de dividir 10 doces para 6 criangas; ou a
pizza partida em quatro partes, a ser distribuida a 3 alunos. A problematiza¢ao
era feita oralmente, podendo ocorrer mesmo quando o inico conhecimento
sobre fragdes era a nogdo de meio ou metade. As situagdes geram, de modo
natural, o aparecimento de novas quantidades fracionarias, esquemas
operatdrios espontaneos e também representagdes, inicialmente verbais ou
com desenhos.

A situacao dos 10 doces para 6 criangas, ou da pizza para os trés
colegas, engendram o surgimento de quantidades ndo inteiras, em particular
de nimero fraciondrio distinto de 1 meio. Surgem representagdes lingtiisticas,
graficas, escritas usando palavras. As representagcdes numérico-simbolicas
sdo depois introduzidas
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- As fragdes unitarias

Um ponto observado, na questdo das representacdes, foi o uso
freqiiente, pelas criancgas, de fragdes unitarias, isto €, fragdes com numerador
1. A medida que precisavam nomear maior quantidade de pedagos, usavam
expressoes como 2 pedagos de 1 quarto, ou apenas 2 de I quarto. A
expressao no quociente da divisdao de 10 por 6 evidenciava a clareza do
resultado expresso em fragdes unitarias. Acreditamos que as inovagoes feitas
pelas criangas revelam caminhos cognitivos mais naturais, além de
encontrarem, muitas vezes, respaldo histérico e, em outras, superarem
problemas apontados na literatura. Esse foi o caso da inovagao fragdo unitaria
—sao de mais facil reconhecimento e encontram precedente historico. Na
situagdo apresentada por Tropfke, de 7 cagas para 10 individuos, aparece
implicito tanto o conceito de fragcdo unitaria quanto o de um certo nimero
dessas fragdes, expressando o resultado da divisdo, que poderia ser 7 pedagos
de um objeto dividido em 10 partes. Lembramos, ainda, que na literatura
de Educacdo Matematica, encontram-se referéncias ao fato de a necessidade
da conjuncgao de dois simbolos numéricos para representar a fragdo ser um
complicador para seu entendimento. Ohlson (1991), por exemplo, refere-se

aessa dificuldade:

a complicada semantica das fra¢des ¢, em parte, uma
conseqiiéncia da natureza composta das fragcdes. Como
ocorre do significado de 2 combinado com o significado de

3 gerar um significado para 2/3?

Criangas aceitam bem as fragdes unitarias. Restringindo-se o trabalho
inicial a elas, minimiza-se a combinagao de significados. Com essa notagao, a
equivaléncia ¢ estabelecida pelo fato de 1/3 valer o mesmo que 2 de 1/6, ou
2 vezes 1/6.

Essas propostas iniciais encontram respaldo em Moro e Starepravo
(2005, p.45), segundo a qual:

No ensino, ¢ essencial seguir as notagdes espontineas
das criangas para, a partir delas, provocar-lhes a produgdo
de notacdes mais avangadas, sempre em relacdo a
interpretacdo das proprias criangas e trabalhando-se,
primeiro, com os quantificadores de sua linguagem natural.
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Postergamos a elisdo de 2 de % para 2/4 para cerca de um ou dois
anos depois.

Embora nossa experiéncia tenha se centrado mais nas séries iniciais,
com representagdes girando em torno de lingua materna, algoritmos verticais
e fragdes unitarias, nossa experiéncia com professores de 5* a 8 série e com
alunos de graduagao ja permitiu delinear o desdobramento dessa linha de
trabalho, com esquemas, representagdes e situagdes gradativamente mais
complexos, alcancando-se niveis progressivos de formaliza¢do e de ampliacao
do campo conceitual.

Algumas reflexoes finais

O espago de vinte anos em que investimos nesse estudo nos parece
pequeno tendo em vista mais de século de rigidez e improdutividade nas
propostas para o ensino-aprendizagem das fragdes, que, explicita ou
implicitamente, visavam construir o caminho inicial para o conceito de nimero
racional. Os resultados que obtivemos — variedade de esquemas, inferéncias,
raciocinio usando o significado do nimero, independente de regras - nos
permitem julgar valido investir em sua divulgagao entre os professores e em
experimentacdo continuada, com acompanhamento dos resultados,
principalmente em termos do rendimento do aluno.

Esse ponto de vista € respaldado, entre outros, pelas constatagdes de
que:

- arelagdo parte-todo, como usualmente tratada, nao gera idéias
sobre niimero fracionario, pois:

« ¢ apresentada de modo abstrato e ndo significativo, com o viés de
ser introduzida sempre a partir de uma unidade, na maioria das vezes retangular,
como modelo unico para todos os objetos unitarios do mundo;

* 0 processo de dividir, contar, pintar apresenta artificialismo e nao
mapeamento com a realidade.

- a proposta desenvolvida corresponde a procedimentos que sao
encontrados ou requeridos por situagdes do contexto social;

- os resultados obtidos nessas situagdes-problema apresentam um
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carater de quantificador;

- aproposta motiva a¢des dos alunos frente a situagdes, o que enseja
o surgimento de uma variedade de esquemas, inferéncias, antecipagoes;

- aproposta conduz a uma constru¢ao mental do nimero fracionario,
de relagdes entre eles e com os nimeros anteriormente conhecidos;

- quanto as representagdes, constatamos facilidade dos alunos em
trabalharem com a representagao fraciondria quando sao usados:

* nameros fraciondrios referentes a fragdes unitarias e multiplos
explicitos deles;

« algoritmos em formas andlogas as usadas para os nimeros naturais.

- quanto a dificuldade dos professores em nao recorrerem ao modelo
de figuras divididas e aregras operatorias, substituindo-os por elaboracdes
mentais, objetos reais ou desenhos que retratem a realidade, constatamos o
entusiasmo manifestado ao perceber que eram capazes de deixar o modelo e
as regras de lado, e que isso os levava a compreensoes claras do conceito e
procedimentos envolvidos.

Falcao (2003, p. 39), coloca:

[...] cabe ainda considerar que a representagdo do real tem
como suporte uma rede semantica complexa e dinamica, no
contexto da qual nenhuma situagao ¢ abordavel recorrendo-
se a um Unico conceito e nenhum conceito ¢ privativo de
uma Unica situacdo, donde a proposi¢cdo de campos
conceituais (Vergnaud, 1990)como construto teorico para a

compreensdo do desenvolvimento conceitual.

Nossa investiga¢ao ndo se estendeu, de modo intencional, a essa rede
semantica, nem tratou da representacao decimal desses nimeros. Ela revelou
algumas interfaces desse conceito com outros subconstrutos associados a
ele, como de medida e divisdo, e iniciamos investigacdes com o de razo,

Nossa posicao ¢ de que a proposta a que chegamos, embora com
forte apoio nas partes, introduziu-as de modo significativo e ampliou
implicitamente o senso numérico do aluno. Consideramos evidéncias as
quantificagdes possibilitadas pelos novos entes, sejam de colegdes, de
resultados de divisdes ou medidas; bem como o entrosamento natural que
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tiveram com os nimeros naturais, em situagdes-problema, ordenagdes e
operagoes.

Apesar dos resultados positivos ja apresentados pelos participantes
de cursos e capacitagdes e por alunos em sala de aula, permanecemos com
nossa visao de que resultados em educagao tornam-se fidedignos a médio e
longo prazo, com a intensificagdo e maior abrangéncia na aplicacao do
proposto, e com resultados de desempenho demonstrados nao s6 no ambiente
das experimentagdes, mas também em situagdes externas.
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