Prefacio

O texto que ora introduzimos tem como propoésito servir de Notas de
Aula para o curso de Anélise Real do CEDERJ. O texto é dividido em aulas.
Sao 32 aulas cujos temas serao descritos mais adiante. Cada aula contém
uma série de exercicios propostos. Algumas aulas contém ao final secoes
entituladas “Prossiga:...”. Essas secoes sao textos complementares e nao
fazem parte do conteudo propriamente dito das aulas. Elas servem para
saciar a curiosidade de leitores mais empenhados com relagao a questoes

surgidas no texto da aula ou a tépicos relacionados com essas questoes.

As referéncias basicas para a elaboracao destas Notas sao os livros
[1, 2, 3, 4] que compdem a bibliografia. Claramente, por tratar-se de uma
matéria tao fundamental, objeto de intimeras obras, dentre as quais grandes
classicos da literatura matematica, diversas outras referéncias além dessas
quatro explicitamente citadas terao influido, talvez de modo menos direto.
Como o propdsito do texto é somente o de servir de guia para um curso
com programa bem definido, nao houve de nossa parte nenhuma tentativa
de originalidade. Assim, em grande parte, nosso trabalho se resumiu a fazer
selecao, concatenacao e edicao de material extraido das referéncias citadas,

a luz do programa a ser desenvolvido no curso.

A seguir damos a lista dos temas das aulas que compoem o curso.

e Moébdulo 1:

Aula 1: Preliminares: Conjuntos e Fungoes.

Aula 2: Os Numeros Naturais e o Principio da Inducao.
Aula 3: Conjuntos Finitos, Enumeraveis e Nao-Enumeraveis.
Aula 4: Os Numeros Reais 1.

Aula 5: Os Numeros Reais II.

Aula 6: Sequéncias e Limites.

Aula 7: Operagoes e Desigualdades com Limites de Sequéncias.



Aula 8: Sequéncias Monétonas e Subseqiiéncias.
Aula 9: Critério de Cauchy e Limites Infinitos.
Aula 10: Séries Numéricas.
Aula 11: Convergéncia Absoluta e Nao-Absoluta de Séries.
Aula 12: Limites de Funcoes.
Aula 13: Teoremas de Limites de Funcoes.
Aula 14: Fungoes Continuas.
Aula 15: Combinacoes de Fungoes Continuas.

Aula 16: Funcoes Continuas em Intervalos.
e Médulo 2:

Aula 17: Continuidade Uniforme.

Aula 18: Limites Laterais, Limites Infinitos e no Infinito.
Aula 19: Fungoes Mondétonas e Fungao Inversa.

Aula 20: A Derivada.

Aula 21: A Regra da Cadeia.

Aula 22: O Teorema do Valor Médio.

Aula 23: O Teorema de Taylor. Maximos e Minimos Locais. Fungoes Con-

vexas.
Aula 24: Integral de Riemann.
Aula 25: Fungoes Integraveis a Riemann.
Aula 26: O Teorema Fundamental do Célculo.
Aula 27: Sequéncias de Fungoes.
Aula 28: Cambio de Limites.
Aula 29: Funcoes Exponenciais e Logaritmos.
Aula 30: Fungoes Trigonométricas.
Aula 31: Topologia na Reta.

Aula 32: Conjuntos Compactos.
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Preliminares: Conjuntos e Funcées

Aula 1 — Preliminares: Conjuntos e Funcoes

Metas da aula: Fazer uma breve recordacdo dos fatos bésicos sobre
conjuntos e fungoes. Apresentar uma introducao a pratica de demonstracao

de proposicoes matematicas, ponto central em todo o curso.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado matematico e o uso dos principais simbolos e das

operagoes da teoria elementar dos conjuntos;

e Saber os conceitos basicos relacionados a nogao de fungao entre dois

conjuntos bem como as operacoes de composi¢ao, inversao e restri¢ao;

e Demonstrar proposigoes simples envolvendo conjuntos e fungoes.

Introducao

Iniciamos nosso curso de Anélise Real recordando as nog¢oes de conjunto
e fungao. Esta aula deve portanto ser vista como uma aula de recapitulacao
de fatos ja aprendidos em cursos anteriores. Vamos aproveitar para introduzir

algumas notacoes que serao utilizadas ao longo de todo curso.

Conjuntos

Admitimos como familiares o conceito (intuitivo) de conjunto, signifi-
cando colecao, familia etc., assim como as operagoes elementares entre con-
juntos, nomeadamente, a uniao AU B, a interse¢cao AN B e a diferenca, A\ B,
entre dois conjuntos quaisquer A e B. O conjunto A\ B também é chamado

o complementar de B em relacao a A. Lembremos as notacoes usuais:

x € A, significa que z é um elemento ou membro de A,

A C B, significa que todo elemento do conjunto A

¢ também um elemento do conjunto B,

ou seja, que o conjunto A é um subconjunto do conjunto B. A negacao de

x € A se denota por x ¢ A, que se 1é x nao pertence a A ou z nao é um
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elemento (ou membro) de A. Outrossim, é importante ressaltar o significado

da igualdade entre dois conjuntos:
A= DB, significa AC Be B C A,

isto é, A e B possuem exatamente os mesmos elementos.

Assim, para provarmos que o conjunto A esta contido no conjunto B,
isto é, A C B, devemos provar que para todo z, se € A, entdao x € B. Por
outro lado, para provarmos que A = B, devemos provar que para todo x, se
x € A, entdao x € B e, reciprocamente, se x € B entdao x € A, ou seja, v € A

se e somente se x € B.

Ao longo do curso de Analise Real estaremos sempre lidando com con-
juntos que sao subconjuntos do conjunto dos ntmeros reais, R, cujas pro-
priedades fundamentais serao estudadas de modo sistematico mais adiante.
Dentre esses subconjuntos de R, cabe destacar o conjunto N dos nimeros
naturais, o conjunto Z dos numeros inteiros e o conjunto Q dos nimeros

racionais. De modo um tanto informal, podemos descrever esses conjuntos

assim:
N:={1,2,3,---},
1 = { 7_37_27_1707172737”'}7
p
Q:={r: r=5 p,q €Z, q#0}.
Aqui usamos a notacao := que deve ser lida ‘igual, por definicao’. Temos,
portanto,

NCZcQCcCR.

Denotamos por () o conjunto vazio, isto é, o conjunto que nao possui nenhum

elemento. Temos que, para todo conjunto A, ) C A.

No que segue, usaremos a palavra proposicao no sentido de sentenca
matemdtica, que pode ser expressa através de uma férmula matematica ou
uma declaracao textual, ou ainda uma combinacao dessas duas formas, e
que, em geral, podera depender de uma ou mais varidveis. Como exemplos
citamos: x € Aoux € Bz >2ex <3;x €Nex=2k para algum k € N
etc. Usaremos a letra P para denotar uma proposi¢ao qualquer e, quando
quisermos enfatizar o fato dessa proposicao depender de uma variavel x,

denotaremos P[z].

Grosso modo, as regras para a formacao de conjuntos sao as seguintes:
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1. A descrigao explicita dos membros do conjunto na forma de uma lista
delimitada a esquerda e a direita pelas chaves { e }, respectivamente.
Por exemplo, {a,b,c,d}, {1,2,3} etc. Nem sempre é possivel descre-
ver um conjunto listando-se seus elementos e por isso frequentemente

utilizamos os modos alternativos a seguir.

2. A formacao de novos conjuntos a partir de conjuntos ja previamente
definidos. Em geral, para essa construg¢ao usamos uma expressao da
forma {z : P}, que se lé “o conjunto dos x tais que P”, onde P é uma
proposicao envolvendo x e os conjuntos previamente definidos. Por
exemplo, se A e B sao conjuntos, entao podemos definir os seguintes

conjuntos:
(a)
AUB={z : z € Aouz € B},

o membro a direita lé-se: conjunto dos = tal que x pertence a A

ou x pertence a B;

ANB={z : z € Aex € B},

o membro a direita lé-se: conjunto dos x tal que = pertence a A e

x pertence a B;

A\B={z:ze€Aex ¢ B},

o membro a direita lé-se: conjunto dos x tal que = pertence a A e

x nao pertence a B;

Ax B={(a,b) : a€ Aebe B},

o membro a esquerda é chamado o produto cartesiano do conjunto
A pelo conjunto B e o membro a direita lé-se: conjunto dos pares
ordenados (a,b) com a pertencente a A, e b pertencente a B. A
rigor, para mantermos o padrao de descricao estabelecido acima,
{z : P}, deverfamos escrever A x B = {z : z = (a,b), com a €
Aeb e B}. A primeira forma, mais concisa, deve ser entendida

como uma abreviatura desta dltima.

CEDERJ
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(e) Dado o conjunto A, podemos definir o conjunto P(A), cujos ele-
mentos sao exatamente todos os subconjuntos de A, incluindo @ e

o préprio A. Assim, temos
P(A) = {z :  C A}.
Por exemplo,
P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.

(f) Um caso particular importante dessa forma de se obter novos con-
juntos a partir de conjuntos ja previamente definidos é a des-
cricao de um novo conjunto como subconjunto de um conjunto
conhecido, através de uma proposicao ou férmula P que deve ser
satisfeita por todos os elementos do novo conjunto. Por exemplo,

o conjunto P dos nimeros naturais pares pode ser definido por
P:={z : r € Neexiste k € N tal que x = 2k}.

A forma geral para a definicao de um subconjunto A de um con-
junto previamente definido B por meio de uma proposicao P é:
{z : x € A exsatisfaz P}. Em geral, usa-se de fato a notagao
mais concisa {x € A : x satisfaz P} ou {z € A : Plz]}. No caso
dos ntimeros naturais pares, P é “existe k € N tal que x = 2k”.

Assim, na forma concisa, temos
P ={z € N : z =2k, para algum k € N}.

De modo mais informal e mais conciso ainda, poderiamos escrever
também P = {2k : k € N}. Analogamente, o conjunto I dos
nimeros naturais impares é definido por I := {z €¢ N : = =
2k — 1, para algum k € N}, ou ainda I = {2k — 1 : k € N},

3. Ainda uma outra forma, muito particular, de definir conjuntos, é através
da introducao de um axioma que estabeleca a existéncia de um con-
junto satifazendo determinadas propriedades bem especificadas. Por
exemplo, o conjunto dos nimeros naturais N pode ser definido dessa
forma, como veremos na proxima aula. O conjunto R dos ntimeros reais
também pode ser definido seguindo esse método, chamado método axi-
omdtico, como veremos mais adiante. E claro que o recurso a esse pro-

cedimento envolve uma discussao bastante delicada, de cardter logico,
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sobre a consisténcia do axioma introduzido com os demais previamente
admitidos na teoria; é, portanto, utilizado apenas em casos excepcionais
e somente por especialistas muito experientes. Os dois exemplos de
(possivel) adogao desse procedimento que acabamos de dar, para a

construcao de N e R, pertencem a Historia da Matematica.

O curso de Anadlise Real constitui uma 6tima oportunidade de se apren-
der, através de leitura e muitos exercicios, a entender e, principalmente, a pro-
duzir as chamadas demonstragcoes ou provas matemdticas. A teoria rigorosa
do que venha a ser uma auténtica prova matematica pertence ao dominio da

Logica, a qual escapa dos objetivos do presente curso.

No entanto, nao é em absoluto necessario um profundo conhecimento
de Légica Matemadtica para ser capaz de entender e de produzir provas
matematicas. Para tanto, uma introducao elementar como a oferecida pelo

curso de Matematica Discreta é mais do que suficiente.

Como um primeiro exemplo de demonstracao, vamos agora enunciar e

provar as famosas regras de De Morgan da teoria elementar dos conjuntos.

Exemplo 1.1
(Identidades de De Morgan) Sejam A, B e C' conjuntos. Entao valem as
igualdades

A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) e A\(BNC)=(A\B)U(A\C).

Prova: Provemos a primeira igualdade. Para tanto, temos de mostrar que
A\ (BUC) e (A\ B)N(A\C) possuem os mesmos elementos, ou seja, que
para um x qualquer, se x € A\ (BUC), entdo x € (A\ B)N(A\ C) e,
reciprocamente, se x € (A\ B)N(A\ C), entao x € A\ (BUC).

Em outras palavras, temos de mostrar que, para qualquer que seja x,
vale que z € A\ (BUC) se, e somente se, x € (A\ B)N(A\ C).

Com efeito, suponhamos que x € A\ (BUC'). Entao, x € Aex ¢ BUC
(por qué?). Assim, vale x € Aevale z ¢ Bex ¢ C (por qué?).

Portanto, vale x € Aex ¢ Bevalex € Aex ¢ C,ouseja, v € A\ B
exeA\C.

Por conseguinte, z € (A\ B)N(A\ C) (por qué?), e assim fica provada

a implicagao (lembremos que “p = ¢” se lé “se p, entao ¢”)

re A\ (BUC)=2xz€ (A\B)N(A\C),

MODULO 1 -
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que mostra que
A\ (BUC)C (A\B)N(A\C). (por qué?)

Para provar a reciproca, suponhamos que z € (A\ B) N (A\ C). Entao,
re€(A\B)exe (A\C). Segue dai que valex € Aex ¢ Bevalex € Ae
x & C, isto é, vale x € A e ndo vale x € B ou z € C (por qué?).

Portanto, vale © € A e nao vale x € BUC, isto é, vale z € A e

x ¢ BUC. Segue que x € A\ (BUZC) e fica provada a implicacdo reciproca
re€(A\B)N(A\C)=z€ A\ (BUC),

que mostra que

(AN B)N(A\C) c A\ (BUC),

e com isto fica provada a primeira igualdade.

A prova da segunda igualdade se faz de maneira inteiramente analoga;
mesmo assim vamos fornecé-la para que vocé va se habituando com o modo

de proceder.

Provemos entao inicialmente que se x € A\ (BN C), entdao z € (A
B)U(A\ C). Com efeito, suponhamos que =z € A\ (BN C).

Entao, z € Aex ¢ BNC, ou seja, vale € A e ndo vale z € B e
xeC.

Assim, vale x € Aevalex ¢ Boux ¢ C.

Portanto, ou vale x € A e x ¢ B, ou temos z € A e x ¢ C, isto é, ou
reA\Bouxe A\C.

Segue dai que z € (A\ B)U (A \ C), o que prova a implicac¢ao
reA\(BNC)=ze (A\B)U((A\C)
que equivale a dizer que
A\ (BNC)C (A\B)U(A\C).

Para provar a inclusao oposta, suponhamos que z € (A\ B)U(A\C). Entao,
ouvale z € (A\ B), ouvale z € (A\ C).
No primeiro caso, z € Aex ¢ B; nosegundo, x € Aex ¢ C. Juntando

os dois casos, temos que vale x € Aevalex ¢ Bouxz ¢ C, isto é, valex € A

enaovalex € Bex e C.
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Portanto, vale x € A e vale z ¢ (BN C), ouseja, z € A\ (BNC), o

que prova a implicacao reciproca
r€(A\B)U(A\C)=2€ A\ (BNCO)
e, por conseguinte, mostra que também vale a inclusao oposta
(A\B)U(A\C)C A\ (BNC).

Isto conclui a demonstracao da segunda igualdade. U

A demonstracdo que acabamos de ver estd escrita de um modo bem
mais extenso do que o necessario. A razao é que procuramos enfatizar os
detalhes de cada passagem sem saltar mesmo os passos mais 6bvios. Em
geral, no que segue, nao perderemos tanto tempo com as inferéncias mais
imediatas, deixando que vocé mesmo preencha as lacunas francamente mais

evidentes.

Num contexto em que todos os conjuntos com os quais se trabalha sao
subconjuntos de um mesmo conjunto U (por exemplo, no curso de Analise
Real, U = R), é costume se usar uma notac¢ao mais simples para o comple-
mentar de um conjunto qualquer A, contido em U, em relacao ao conjunto
U (as vezes chamado conjunto-base ou conjunto-universo). Nesse caso, em
vez de U \ A, denotamos o complementar de A em rela¢ao a U simplesmente
por A¢. Podemos entao tomar como definigdo A°:= {z : = ¢ A}, omitindo

o fato, subentendido, de que =z € U.

Exercicios 1.1

1. Prove que (A°)¢ = A. De modo mais geral, prove que

A\ (A\ B) = AN B.

2. Dé a demonstragao para as seguintes relagoes basicas envolvendo as

operagoes de uniao e intersecao de conjuntos, descritas abaixo:

1) AUB=BUA

2) ANB=BNA,

3) (AUB)UC=AU(BUCQ)

4) (AnB)NC=AnNn(BNQO),

5 An(BUC)=(ANB)U(ANCO)
6) Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQ).

MODULO 1 -

AULA 1
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3. Prove as proposicoes

1) AcBeCCD=AUCCBUD
2) AcBeCCD=ANCCBND.

4. Asrelagoes 3) e 4) do exercicio (2), chamadas propriedades associativas
da uniao e da intersecao de conjuntos, respectivamente, permitem que
escrevamos simplesmente AUBUC, assim como ANBNC, para denotar
a uniao e a intersecao de trés conjuntos quaisquer. De modo mais geral,
podemos considerar a uniao e a intersecao de um nimero qualquer, n,

de conjuntos Ay, As, ..., A,. Nesse caso, é comum usarmos a notacao
n n
JAr:=404u--UA,, (VAr:=ANAN--NA,
k=1 k=1

Mais precisamente, a definicao para essas unioes e intersecoes de n

conjuntos seria:
UAk ={x : z € A, para algum k € {1,...,n}},
k=1

ﬂAk ={x : x € Ay, paratodo k € {1,...,n}}.
k=1

Prove as seguintes generalizagoes das identidades de De Morgan:

1) <UAk> = (A",

2) <ﬂ Ak) = J@wr,

5. Baseando-se no exposto no exercicio anterior, dé as definigoes para

oo o0
J Ak e [ Ax e prove as generalizagoes correspondentes para as iden-

k=1 k=1
tidades de De Morgan.

Sugestoes e Respostas:

A guisa de incentivo, vamos dar um esboco da solugao do exercicio (1),
primeira parte, do exercicio (2), item 5, e da primeira parte do exercicio (6).

Voceé esta convidado a fornecer os detalhes para as solugoes a seguir.

Comecemos pelo exercicio (1).

CEDERJ
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Temos z € (A°)¢ & z ¢ A° < nao é verdade que = ¢ A & z € A.
Assim, concluimos que z € (A°)¢ < = € A, que é o que terfamos que

demonstrar (por qué?).

Quanto ao exercicio (2), item 5, temos x € AN(BUC) & x € A
ex € BUC & valex € Aevalex € Boux € C & valex € Ae
x € Bouvalexz € Aex € B (por qué?) < vale z € AN B ou vale
reANC ez e (ANB)U(ANC). Assim, concluimos z € AN(BUC) &
x € (ANB)U(ANC), que é o que precisavamos demonstrar.

Finalmente, em relagao ao exercicio (6), quanto as questoes relativas a

o
unido dos conjuntos, temos o seguinte. Primeiramente, a defini¢ao de (J A
k=1
¢é dada, naturalmente, por

U A :={z : x € Ay, para algum k € N}.
k=1

A identidade de De Morgan (6), item 1, se prova do modo seguinte. Antes de
mais nada, lembre que a negacao de uma sentenca da forma “existe x para o

7

qual vale P[x]” ou “para algum x, vale P[x]” é dada por “qualquer que seja

x, nao vale P[z]” ou “para todo x, nao vale P[x]”.

Analogamente, a negacao de uma sentenca da forma “qualquer que seja

7

x, vale P[x]” ou “para todo z, vale P[z|” é dada por “existe x para o qual

nao vale P[x]” ou “para algum z, ndo vale Plz|”.
Apenas por curiosidade, mencionamos que, em simbolos matematicos,

essas afirmacoes se traduzem por

Aqui, P[z] denota uma proposigdo ou férmula dependendo da varidvel z, e

~ P denota a negacao da proposicao P.

C
(e.]
Passemos a solucao do exercicio em questao. Temos que x € ( U Ak>
k=1

o0
< nao é verdade que z € |J Ay < nao é verdade que existe k € N tal que
k=1

x € Ap < qualquer que seja k € N, x ¢ Ay < x € () (Ar)¢ (por qué?), que

k=1
é o que precisavamos demonstrar.
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Sobre Quantificadores

A propésito da solucao do exercicio (6), descrita anteriormente, cabe
lembrar que os quantificadores V (“para todo” ou “qualquer que seja”) e 3
(“para algum” ou “existe um”) podem aparecer juntos numa mesma sentenga

aplicados a varidveis distintas. As seguintes sentencas servem de exemplo:

para todo x e para todo y vale Plx,y], ((Vz)(Vy) Plz,y])
para todo x existe um y tal que vale P[z,y], ((Vz)(Jy) Plz,y])
existe um x tal que para todo y vale P[z,y], ((3x)(Yy) Plz,y])
existe um z e existe um y tal que vale Plz,y],  ((3z)(Jy) Plz,y])

Aqui, P[z,y] denota uma férmula ou proposi¢ao dependendo das varidveis x
e y. Por exemplo, P[z,y| poderia ser 2 + y* = 1, ou |z — y| < 5, etc.

A negacao da primeira das sentencas anteriores seria

existe um z e existe um y tal que nao vale P[x,y],

((3z)(3y) ~ Plz,y])
e a negacao da segunda seria

existe um z tal que para todo y nao vale P[zx,y],

((F2)(vy) ~ Plz,y]).

Vocé estd convidado a fornecer a negacao para as outras duas sentengas

anteriores.

Uma sentenga da forma “qualquer que seja z, se x € A entao vale P[z]”,

que em simbolos matematicos se escreve
(Vz)x € A= Plz],

em geral é expressa na forma contraida “qualquer que seja x € A, vale Plx]”,

que em simbolos matematicos se escreve
(Vz € A) Plx].

Da mesma forma, uma sentenca do tipo “existe um z, x € A e vale Plz]”,

que em simbolos matematicos se escreve

(Jz)x € Ae Plx],
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em geral é expressa na forma contraida “existe um x € A para o qual vale

Plz]”, que em simbolos matemadticos se escreve
(Jz € A) Plx].

Sendo assim, a negacao de uma sentenca da forma “qualquer que seja x € A,
vale P[z]” é simplesmente dada por “existe um = € A para o qual nao vale
Plz]” (lembre-se de que a negagao de “se p, entdo ¢” é “p e ndo ¢”) . Em

simbolos matematicos isso se expressa da forma
~ (Vx € A) Plz] & (dz € A) ~ Plz].

As mesmas observacoes se aplicam a sentencas iniciadas por varios quantifi-
cadores aplicados a diversas variaveis distintas, sendo uma para cada quan-
tificador. Por exemplo, considere a sentenca matematica “para todo € > 0,
existe um § > 0, tal que para todo = € R, se |x — 1| < § entao |22 — 1] < &7,

que em simbolos se escreve
(Ve > 0)(F0 > 0) (Ve e R)(Jlz — 1| < § = |2° — 1] < 2).

A propésito, § e € sao letras gregas chamadas “delta” e “epsilon”, respectiva-
mente. A negacao desta sentenca seria “existe um ¢ > 0 tal que, para todo
§ > 0, existe um z € R para o qual |z — 1| < d e [z? — 1] > . Em simbolos

terfamos
(Fe>0)(Vd>0)FreR)(Jx—1| <de |x2 —1] > e).

Como ficaria a negacao da sentenca matematica “qualquer que seja ¢ >
0, existe Ny € N tal que, para todo n € N, se n > Ny, entdo + < £7?
) ) ) ) n

Vocé saberia escrever esta sentenca, assim como a sua negag¢ao, em simbolos

matematicos?

Sobre letras gregas

Por tradicao ou pelas necessidades da notacao, é habitual em cursos de
matematica mais avancgados, incluindo o de Anélise Real, o uso de letras do
alfabeto grego, além das do alfabeto latino. Acima, introduzimos duas delas,
) (delta) e e (epsilon) que reaparecerdao com muita frequéncia ao longo do

curso. Outras letras gregas que também poderao aparecer sao as seguintes:

e « (alpha), lé-se “alfa”;
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G (beta), lé-se “beta”;

e 7 (gamma), lé-se “gama’;

[' (Gamma), lé-se “gama maitusculo”;
e A (Delta), lé-se “delta maidsculo”;

e 7 (eta), lé-se “eta”;

¢ (phi, de imprensa), 1é-se “fi”;

¢ (phi, cursivo), lé-se “fi”;

e ¢ (psi), lé-se “psi”;

e  (kappa), lé-se “capa”;

A (lambda), lé-se “lambda”;

Cému” ;

e 4 (mu), lé-se
e v (nu), lé-se “nu”;
e w (omega), lé-se “Omega’;

e () (Omega), lé-se “Omega maidsculo”;

e 7 (pi), l6-se “pi”;

IT (Pi), lé-se “pi maitsculo”;
e p (rho), lé-se “ro”;

e o (sigma), lé-se “sigma”;

¥ (Sigma), lé-se “sigma maiusculo” (utilizado como simbolo para so-

matorio);

7 (tau), lé-se “tau”;

¢ (xi), le-se “csi”;

(¢ (zeta), lé-se “zeta”.
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Funcoes

Uma fungao f de um conjunto A num conjunto B, que denotamos
f A — B, éuma regra de correspondéncia que a cada x € A associa um
tnico elemento y € B, que denotamos por f(z). Costuma-se representar

pictoricamente uma funcao genérica como na figura 1.1.

A= D(f) B

I

Figura 1.1: Funcao f: A — B.

Assim, uma funcao f : A — B determina um subconjunto em A x B,
chamado o gréafico de f, que também denotaremos por f, com a propriedade
que, para todo x € A, existe um tnico y € B tal que (z,y) € f e denotamos
y = f(z). Em particular, se (z,y) € f e (z,y’) € f, entdo y =y’ = f(x).

A expressao “regra de correspondéncia” utilizada na definicao de funcao
dada acima, embora bastante intuitiva, carece de uma formulacao matematica

mais precisa.

A maneira de expressar essa nocao intuitiva de um modo matematica-
mente rigoroso é fornecida pelo grafico f C A x B. Assim, podemos definir,

de modo matematico preciso, uma funcao como sendo o seu grafico.

Mais claramente, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.1
Uma funcao f de um conjunto A num conjunto B é um subconjunto de A x B
com a propriedade que, para todo x € A, existe um e somente um y € B tal

que (z,y) € f, e denotamos y = f(x).

O dominio da fungao f : A — B, denotado por D(f), é o conjunto A.
Assim, D(f) = A. O conjunto B é algumas vezes chamado contra-dominio

da funcao f. Chamamos imagem de f, e denotamos I(f), o subconjunto de
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B constituido pelos valores f(z), com z € A. Assim temos,
I(f)={y € B : existe z € A tal que y = f(x)}.

Dado um subconjunto X C A, definimos a imagem de X pela func¢ao
f A — B, denotada por f(X), por

f(X)={ye B : existe x € X tal que y = f(z)}.

Em particular, I(f) = f(A) e, para todo X C A, temos f(X) C B. O

conjunto f(X) também é chamado imagem direta do conjunto X por f.
Em geral, teremos I(f) € B, onde a notagao E C F significa que E

estd estritamente ou propriamente contido em F'; ou seja, E esta contido em

I mas existe pelo menos um elemento de F' que nao é membro de E.

Dado um subconjunto Y C B, definimos a pré-imagem (ou imagem

inversa) de Y pela funcao f, denotada por f~(Y), por

ffY)={zecA: f(x)eY}.
Exemplo 1.2
A fungio f : R — R definida por f(z) = z? tem dominio D(f) = R e
imagem I(f) = {x € R : = > 0}. Neste caso, temos A = R, B =R e
I(f) € B =R. A imagem do intervalo [—2,2] é o intervalo [0,4]. Assim,
f([—2,2]) = [0,4], como vocé mesmo pode verificar desenhando uma porgao

adequada do grafico de f.
Exemplo 1.3

Sejam E, H subconjuntos de A e f uma funcao de A em B. Provemos a
identidade

f(EUH) = f(E)U f(H).
Com efeito, temos que y € f(EUH) < y = f(z) para algum z € FUH <
y = f(x) para algum = € E ou y = f(z) para algum x € H < y € f(E) ou
y € f(H) < ye f(E)Uf(H).

Exemplo 1.4

Voceé seria capaz de demonstrar a validade da relacao
f(ENH) C f(E)ynf(H) ?

Observe que para a fungao f : R — R definida por f(x) = 2?, F = [-2,0],
H =[1,2], temos f(E)N f(H) =[1,4 e f(EN H) = f() = (. Portanto, é
possivel acontecer que f(ENH) C f(E)N f(H).
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Exemplo 1.5
Dada uma funcao f : A — B e conjuntos C, D C B, pedimos a vocé que

demonstre a validade das relagoes:

L f7(CuD)=fYC)u f D),

2. fH(CND) = FH(C) N FH(D).

Portanto, a operacao de tomada da pré-imagem de subconjuntos do contra-
dominio se comporta bem tanto em relacao a uniao quanto em relacao a

intersecao.

Definicao 1.2
Dizemos que uma funcao f : A — B é injetiva, ou que f é uma injecao, se,
para quaisquer 1, zy € A, com x1 # o, vale f(x1) # f(x2).

Dizemos que f é sobrejetiva, ou que f é uma sobrejecao de A sobre B,
se I(f) = B, isto é, se para todo y € B existe ao menos um x € A tal que
f(@)=y.

Se f: A — B é ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva, dizemos que f

é bijetiva ou que f é uma bijecao de A sobre B.

Assim, para provar que uma fun¢ao f : A — B ¢ injetiva, devemos
mostrar que a hipotese de que f(z1) = f(x2), com x1, 25 € A, leva & conclusao

que x, = x».

Exemplo 1.6

Seja f : R\ {2} — R dada por f(z) = z/(z — 2). Entao f ¢ injetiva. Com
efeito, se f(x1) = f(x2), com x1, x5 € R\{2}, entdo z1/(z1—2) = 22/ (22 —2),
de onde segue, multiplicando-se ambos os membros por (z; — 2)(x2 —2), que
x1(zg — 2) = xo(xy — 2). Dai temos, z129 — 2x7 = 91 — 29, OU S€ja,

—2x17 = —2x4, de onde se conclui que 1 = x».

Definigao 1.3 (Composicao de fungoes)

Dada uma funcao f : A — B e uma fungao g : B — C, definimos a fun¢do
composta go f : A — C pondo, para todo z € A, go f(x) = g(f(x)). Observe
que s6 é possivel definir a fungdo composta g o f quando I(f) C D(g)!

Exemplo 1.7

Seja f : [0,00) — R, dada por f(x) = /x, e g : R — R, dada por g(z) =
2? — 1. Entdo podemos definir g o f : [0,00) — R que, para x € [0,00), é
dada por go f(z) = g(f(z)) = (f(z))? =1 = (y/x)? =1 = z — 1. Observe
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que, embora a expressao x — 1 esteja bem definida para qualquer x € R, o
dominio da fungao g o f é o intervalo [0,00), j& que f nado estd definida em
(—00,0).

Exemplo 1.8

Se f e g sao as fungoes definidas no exemplo anterior, entao nao é possivel
definir a composta f o g ja que I(g) ¢ D(f). No entanto, se h: [-1,1] = R
é definida por h(x) = 22 — 1 (observe que h e g sao definidas pela mesma
férmula mas D(h) # D(g)), entdo podemos definir f o h : [-1,1] — R
que é dada por f o h(x) = f(h(z)) = V22 — 1, que estd bem definido para
x € [-1,1].

No exemplo que acabamos de dar, vemos uma situagao em que ¢ in-
teressante considerar a restricao de uma determinada funcao (g, no referido
exemplo) a um subconjunto do seu dominio ([—1, 1] e R, respectivamente, no

exemplo mencionado).

Em outras circunstancias, torna-se interessante considerar a restricao
de uma determinada funcao nao injetiva a um intervalo onde a mesma é
injetiva, como no caso da func¢do f : R — R, com f(z) = cos(x), que restrita

ao intervalo [0, 7] se torna injetiva. Esses fatos motivam a definigao a seguir.

Definicao 1.4

Dada a fungao f : A — B e E C A, definimos a restri¢ao de f a E, denotada
por f|E, como a fungao de E em B definida por f|E(x) = f(x), para todo
reFE.

Quando f : A — B é uma bijecao, é possivel definir uma funcao g :
B — A tal que go f(x) = x, para todo z € A. A funcdo g que satisfaz essa
propriedade é chamada a funcdo inversa de f e denotada por f~!'. Podemos
definir a inversa de uma bijecao f : A — B de modo mais preciso recorrendo
ao grafico de f.

Definigao 1.5
Seja f : A — B uma bijecao, isto é, para todo z € A existe um tnico y € B
tal que (z,y) € f e paratodo y € B existe um tnico = € A tal que (z,y) € f.

Definimos a funcao inversa de f, que denotamos f~!: B — A, por
fl={lyx) e BxA: (z,y) € f}
Exemplo 1.9

A fungao f: R\ {3} — R\ {2} dada por f(x) = 2z/(x—3) é bijetiva (prove!).
Sua inversa f~!: R\ {2} — R\ {3} é dada por f~!(y) = 3y/(y — 2). Basta
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verificar que, para todo z € R\ {3}, temos 3f(z)/(f(x) —2) = x. De fato,

temos

3@ 32 & & a3
f(a;)_g_%_ _2x—2£9g—3)_22:;313+6_x_3 6 =z

A férmula f~1(y) = 3y/(y—2) é facilmente obtida escrevendo-se y = 2x/(x —
3) e, a partir dessa equacdo, determinando-se z como fungao de y. Assim,
multiplicando-se ambos os lados da equacdo y = 2z/(x — 3) por (z — 3),
obtemos y(z — 3) = 2x, ou seja, yxr — 3y = 2z, e dai, somando-se 3y — 2x
a ambos os membros da tultima equacao, segue que yxr — 2x = 3y, isto é,

x(y — 2) = 3y, donde se conclui que x = 3y/(y — 2).
O resultado seguinte fornece uma férmula para a pré-imagem de um
conjunto pela funcao composta de duas fungoes.

Teorema 1.1
Sejam f: A — Beg: B — C funcoes e seja H um subconjunto de C. Entao

temos

(go /)~ (H) = f (g~ (H)).

Prova: A prova ficard como um 6timo exercicio que vocé nao deve deixar de

fazer (veja, exercicio 11 a seguir). Observe a troca na ordem das fungoes. [

Exercicios 1.2
1. Seja f(z):=1/2* ©#0, x € R.
(a) Determine a imagem direta f(E)onde E:={z € R : 1 <z <2}
(b) Determine a imagem inversa f~}(G)onde G :={zr € R : 1 <z <
4}.
2. Seja g(x) := 2% e f(x) := x+2 paraz € R, e seja h a func¢do composta
h:=gof.
(a) Encontre a imagem direta h(E) de E:={z e R : 0<z <1}
(b) Encontre a imagem inversa h™1(G) de G :={z € R : 0 <z < 4}.
3. Seja f(z) =2 parar € Rieseja B :={r e R : -1 <z <0}e

F:={reR:0<xz<1}. Encontre os conjuntos E'\ F e f(E)\ f(F)
e mostre que ndo é verdade que f(E\ F) C f(E)\ f(F).

4. Mostre que a funcao f definida por f(x) := z/vVa?+ 1, z € R, é uma
bijecao de R sobre {y : —1 <y < 1}.
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5. Para a,b € R com a < b, dé um exemplo explicito de uma bijecao de
A={r :a<zx<b}sobre B:={y : 0<y<1}.

6. Dé um exemplo de duas fungdes f,g de R sobre R tais que f # g e

vale:

(a) fog#gof;
(b) fog=golf.

7. (a) Mostre que se f : A — B ¢ injetiva e E C A, entao f~1(f(F)) =
E. Dé um exemplo para mostrar que a igualdade nao precisa ser
valida se f nao ¢é injetiva.

(b) Mostre quese f : A — B ésobrejetivae H C B, entao f(f'(H)) =
H. Dé um exemplo para mostrar que a igualdade nao precisa valer

se f nao é sobrejetiva.

8. Mostre que se f é uma bijecao de A sobre B, entdao f~! ¢ uma bijecao
de B sobre A.

9. Prove que se f : A — B é bijetiva e g : B — (' é bijetiva, entao a

composta g o f é uma bijecao de A sobre C.

10. Sejam f: A — Be g: B — C fungoes.

(a) Mostre que se g o f é injetiva entdao f é injetiva.

(b) Mostre que se g o f é sobrejetiva, entao g é sobrejetiva.

11. Prove o Teorema 1.1.

Prossiga: Nota sobre a Teoria dos Conjuntos

Um dos grandes feitos da Matematica do final do século XIX e inicio do
século XX foi a fundamentacao logica rigorosa para a teoria dos conjuntos,
isto é, a formulacao de um sistema de axiomas a partir dos quais se tornou
possivel desenvolver, de modo aparentemente consistente, toda a teoria dos

conjuntos.

Uma das sérias dificuldades encontradas na realizacao de tal obra re-
sidiu na proépria definicao do que venha a ser um conjunto, a qual se mostrou
necessaria. O fato é que qualquer tentativa de se deixar completamente

a cargo da intuicao o conceito de conjunto, ou de se dar a esta entidade
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uma defini¢ao simples, préoxima da intuigao, esbarra invariavelmente no risco
de dar origem imediata ao surgimento de paradoxos. Isto ficou demons-
trado claramente pelo filésofo e matematico inglés BERTRAND RUSSEL (1872-
1970), em 1902, ao comentar a forma livre como o conceito havia sido deixado
por outro grande filésofo-matematico da época, o alemao GOTTLOB FREGE
(1848-1925), numa obra importante sobre os fundamentos da aritmética, pu-

blicada havia pouco tempo.

Em resumo, a forma proposta por Frege admitia a possibilidade de se
definir um conjunto R através da proposi¢ao: “R é o conjunto de todos os
conjuntos que nao pertencem a si mesmo”. Em notacao matematica, essa
defini¢ao se escreveria R := {z : = ¢ x}. O resultado de tal especifica¢ao

para R é a conclusao paradoxal de que R € R se e somente se R ¢ R.

Para evitar situacoes semelhantes, entre outras providéncias, grandes
matematicos da época, dentre os quais citamos, em especial, DAVID HILBERT
(1862-1943), concluiram ser necessaria a distingao entre o que se pode chamar
classe ou colecao, que em geral nao se define, deixando-se como uma nogao
meramente intuitiva, e o conceito de conjunto, que passou a ser definido ri-
gorosamente como qualquer classe que pertenca a uma outra classe. Assim,
por definicao, a classe x é um conjunto se, e somente se, existe uma classe y

tal que z € y.

Além disso, outra medida que se mostrou conveniente, nesse sentido,
foi a introdugao de um axioma-esquema (isto é, um esquema de formagao de
axiomas) que, grosso modo, estabelece que é sempre verdade uma afirmagao
da forma

Vy, y € {x : Plx]} se e somente sey é um conjunto e Ply].

Lembre-se de que o simbolo “V” significa “para todo” ou “qualquer que seja”.
Aqui, P[y| denota a férmula obtida substituindo-se em P[z] toda ocorréncia
da letra « pela letra y. Por exemplo, se P[z] é a formula x ¢ x, entao P[R] é
a expressao R ¢ R. O fato nada ébvio no axioma acima é o aparecimento da
sentenca “y € um conjunto”, cuja importancia pode se constatar a partir da
propria classe R, proposta por Russel, mencionada acima, como explicamos

a seguir.

De fato, esse axioma-esquema implica, em particular, que R € R(= {x
x ¢ x}) se e somente se R ¢ um conjunto e R ¢ R. Desta equivaléncia resulta
simplesmente que R nao é um conjunto, ja que, do contrario, valeria R € R <
R ¢ R o que é impossivel. Assim, conclui-se que a classe R nao é um conjunto

e o paradoxo de Russel deixa de existir. Apenas a titulo de curiosidade,
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mencionamos que o fato de que R nao é um conjunto também decorre de um
outro axioma da teoria dos conjuntos, chamado axioma da regularidade, cujo
enunciado omitiremos por ser muito técnico, do qual decorre diretamente o
fato de que, para toda classe z, vale que = ¢ x, o qual é, na verdade, uma das
principais razoes para a introdugao de tal axioma. Portanto, pelo mencionado
axioma da regularidade, R coincide com a colecao de todas as classes e, em

particular, nao pertence a nenhuma outra classe.

Essas e outras providéncias, nos fundamentos da teoria dos conjuntos,
eliminaram paradoxos mais evidentes como o de Russel e, a bem da verdade,
até os dias de hoje, nao se tem noticias de descoberta de paradoxos na teo-
ria. Contudo, isto nao significa que a possibilidade de que algum paradoxo
venha a ser encontrado no futuro esteja definitivamente descartada ... Um
tal achado nao seria nem um pouco bem-vindo ja que a teoria dos conjuntos

serve de base para todas as demais teorias da Matematica.

A propésito, gostariamos de mencionar brevemente aqui um fato ab-
solutamente surpreendente provado pelo genial matematico austriaco KURT
GOEDEL (1906-1978), num célebre artigo publicado em 1931, quando tinha
apenas 25 anos (!). Goedel provou que um sistema de axiomas qualquer, que
possibilite a construcao dos ntimeros naturais com suas propriedades usuais,
e que nao admita contradi¢oes (isto é, nao contenha proposigdo que seja
verdadeira juntamente com sua negagao), dard sempre origem a proposicoes
cujo valor-verdade nao é possivel de ser determinado. Isto é, haverd sempre
alguma proposicao cuja validade ou falsidade nao se pode provar com um
niumero finito de passos, partindo dos axiomas do sistema. Esse resultado
de Goedel foi, sem duvida, um marco fundamental da Matematica do século
XX.
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Aula 2 — Os Numeros Naturais e o Principio

da Inducao

Metas da aula: Apresentar os ntimeros naturais e suas propriedades
bésicas. Apresentar o Principio da Inducao Matematica e algumas de suas

aplicagoes.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber a definicao dos niimeros naturais através dos axiomas de Peano,
bem como o seu uso na demonstragao das propriedades elementares das

operagoes com esses nimeros;

e Saber usar o Principio da Inducao Mateméatica na demonstracao de

proposicoes elementares envolvendo os niimeros naturais.

Introducao

Nesta aula vamos estudar o conjunto dos numeros naturais que é a
base fundamental para a construgao do conjunto dos niimeros reais. Vamos
aprender o Principio da Indugao Matemaética que é um instrumento funda-
mental para a demonstracao de proposigoes sobre os niimeros naturais e sera

utilizado frequentemente ao longo de todo o curso.

Os numeros naturais

O conjunto dos nimeros naturais, N = {1,2,3, ...}, é definido a partir

dos seguintes axiomas:

1. N possui um elemento que denotamos por 1; isto é, postula-se que
1eN.

2. Existe uma funcao s : N — N satisfazendo:

(a) s é injetiva, isto é, dados j,k € N, s(j) = s(k) se e somente se
J=k;
(b) s(N) =N\ {1}.
Para cada nimero natural k, s(k) é chamado sucessor de k e denota-se

s(k) = k + 1. Portanto, (b) afirma que 1 é o tinico elemento de N que

nao é sucessor de nenhum outro nimero natural.
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3. Se ACNétalquel € Aes(A) C A, istoé, k€ Aimplica k+1 € A,
entao A = N.

Os 3 axiomas acima sao conhecidos como Aziomas de Peano em hom-
enagem ao matemadtico italiano GIUSEPPE PEANO (1858 - 1932), criador,
entre outras coisas, da logica simbdlica, que foi quem primeiro os formulou.
O terceiro axioma ¢é conhecido como Principio da Indug¢ao Matemadtica. Ele
pode ser traduzido para o seguinte enunciado mais diretamente utilizado nas

aplicacoes.

Teorema 2.1 (Principio da Indugao Matemadtica)
Seja P uma proposicao acerca dos numeros naturais. Suponhamos que P

seja tal que:
1. P[1] vale, isto é, 1 verifica a proposi¢ao P;

2. Se P[k] vale, entao vale P[k + 1], isto é, se k verifica a proposigao P,

entao seu sucessor k + 1 também a verifica.

Entao, P é valida para todos os niimeros naturais.

Prova: Denotemos por A o conjunto dos niimeros naturais satisfazendo P.
Entao, por hipétese, temos 1 € A; e se k € A entao k+ 1 € A. Pelo terceiro

axioma de Peano temos que A = N, que é o que terfamos que demonstrar.[]

As provas matematicas em que se aplica o Teorema 2.1 sao chamadas
provas por inducao. Em 2, no enunciado do Teorema 2.1, a hipdtese de que
P[k] é valida é chamada hipdtese de indu¢ao. Como primeiro exemplo de
prova por indugdo, vamos demonstrar que, para todo k € N, vale s(k) # k.
Neste caso, a propriedade Plk] é s(k) # k. Com efeito, 1 # s(1), pois 1 nao
é sucessor de nenhum nuimero natural; em particular, 1 nao é sucessor de si
préprio. Logo vale P[1]. Além disso, se, para um certo k € N, vale s(k) # k,
entao, pela injetividade da fungao s, s(s(k)) # s(k), isto é, s(k+1) # k+ 1,
e, portanto, vale P[k+ 1], o que conclui a prova por indugao de que s(k) # k,
para todo k € N.

Como s : N — N\ {1} é uma bijegao, existe a sua fungao inversa
st N\ {1} — N que a cada k € N\ {1} associa o ntimero s~'(k) cujo
sucessor ¢ k. Denotamos s ' (k) =k — 1, para k € N\ {1}.

O terceiro axioma de Peano implica, em particular, que todos os niimeros

naturais podem ser obtidos a partir de 1 tomando-se reiteradamente sem
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cessar (comegando-se pelo préprio 1) a aplicagao sucessor s que também de-
notamos - + 1, obtendo sucessivamente 14+1, 1+1+1, 1+1+1+1 etc. Os
nomes e as notagoes para a seqiiéncia de sucessores de 1 no sistema decimal

usual sdo bastante familiares a todos nos:

2: =141,
3:=1+1+1,
4:=1+1+1+1,
S5 =1+1+1+1+1,
6:=14+1+1+14+1+1,
7T=14+1+1+1+1+1+1,

8 =1+1+14+14+1+1+1+1,
9=14+1+1+1+1+1+1+1+1,
0=1+1+1+1+1+14+14+14+1+1,

A adicao de numeros naturais

Por meio da aplicacao - + 1 podemos facilmente definir a operacao de
adicao ou soma de dois ntimeros naturais quaisquer. Intuitivamente, podemos
estabelecer que a soma do natural 7 com o natural k é obtida aplicando-se k

vezes a transformagao - + 1 a 7, isto é,

jHk=j+l+1+-+1 (2.1)

k vezes

A rigor, a definicao de soma de dois niimeros naturais que acabamos de dar
estd imprecisa do ponto de vista logico, ja que recorremos a expressao “k
vezes” cujo significado matematico ainda nao foi definido. O procedimento
mais correto é definir essa operagao “passo a passo” fazendo uso do principio

da indug@o. Assim, primeiro definimos

j+1:=s(j), (2.2)

o que esta de acordo com a notacao j+ 1 que adotamos para o sucessor de j,
s(j). Uma vez que ja temos a definicao de j + k para k = 1, podemos definir

recursivamente
jH(k+1):={+k) +1. (2.3)

MODULO 1 -

AULA 2
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Isto significa que se ja tivermos definido, para um certo k& € N, quem ¢
J + k, resultard também imediatamente definido, através de (2.3), quem é
j+ (k+1). Chama-se esse procedimento de defini¢ao por inducao (indutiva)

ou defini¢do por recorréncia (recursiva).

Usando o Principio da Inducao podemos provar que a operagao de
adicao de niimeros naturais definida acima tem as propriedades de associa-
tividade, comutatividade e a lei do corte. Mais especificamente, para todos
7, k.1 € N, valem:

L (J+k)+l=7+(k+1); (associatividade)
2. j+k=k+j; (comutatividade)
3.se j+I1l=Fk+I,entdo j = k. (lei do corte)

Por exemplo, para provar a associatividade basta uma simples inducao em
[ € N. Para |l = 1 a propriedade decorre diretamente de (2.3). Supondo a
propriedade vélida para um certo ! € N, temos (j+k)+(I+1) = ((j+k)+1)+1
(por (2.3)) e ((j+k)+1)+1=(5+(k+1))+1 (pois vale P[l]) e, de novo por
(23), y+k+D))+1=4+(k+1)+1)=j+ (k+(+1)), onde na ultima
igualdade usamos P[1]. Logo, se vale (j + k) +1 = j + (k+1), vale também
(j+k)+(+1) =7+ (k+ (l+1)), o que conclui a prova por indugao da
associatividade da adigao.

Para provar a propriedade da comutatividade, provamos primeiro que,
para todo 5 € N, vale j +1 = 1+ j, fazendo inducao em ;5. Para j =1 a
igualdade ¢ trivial. Supondo que vale para um certo j € N, prova-se facil-
mente que vale para j + 1, usando-se a definicao de adicao e a hipdtese de
indugao, P[j]. Em seguida, fixando j € N arbitrdrio, fazemos uma nova
inducao em k € N para provar que j+ k = k+ 7, para todo k € N. Vocé cer-
tamente sera capaz de dar agora os detalhes da demonstragao da propriedade

da comutatividade.

Finalmente, a prova da lei do corte também decorre de uma inducao
simples em [ € N. Com efeito, fixados 7,k € N, arbitrarios, se tivermos
7+ 1 =k + 1 entao, decorre da injetividade da funcao s que j = k e,
portanto, vale P[1]. Supondo que valha P[l], para um certo [ € N, isto é, que
jHl=k+l=j =k temos j+(+1)=k+(+]) = (G+1)+1=(k+1)+1
(pela associatividade) e, como vale P[1], (j +1)+1=(k+1)+1=j+1=
k+ 1= j =k, onde a ultima implicagao é a hipétese de inducao PJl]. Logo
temos que se vale P[l] vale P[l + 1], o que conclui a prova por indugao da lei

do corte para a adigao de ntimeros naturais.




Os Nimeros Naturais e o Principio da Inducdo

| MODULO 1 - AULA 2

O

A propriedade da associatividade nos permite escrever simplesmente
Jj+k—+1lemlugar de (j+k)+1ouj+ (k+1).

A ordem entre os nimeros naturais

O resultado seguinte exibe uma propriedade da adicao dos nimeros

naturais que da origem a noc¢ao de ordem usual entre os mesmos.

Teorema 2.2
Dados dois numeros naturais quaisquer, m e n, uma, e somente uma, das

possibilidades abaixo é valida:
1. m=mn;
2. Existe d € N tal que m +d = n;

3. Existe d € N tal que m =n+d'.

Prova: Se um dos dois nimeros, m ou n, é igual a 1, digamos m = 1, entao
a terceira possibilidade é vazia, ja que se tivermos 1 = n + d’, para certos
n,d € N, entao 1 seria sucessor de n + (d' — 1), ou de n, caso d’ = 1, o que
¢é impossivel.

Além disso, vemos que se m = 1, entao as duas primeiras possibilidades
sao mutuamente excludentes, isto é, no maximo uma delas ocorre, ja que se
1 = n, entao nao pode valer 1 4+ d = n, para nenhum d € N, pois neste caso

1 seria sucessor de d o que é impossivel.

Agora, supondo que para um m € N qualquer, fixado, as trés possibili-
dades acima sao mutuamente excludentes, qualquer que seja n € N (essa é a
hi6tese de indugdo P[m]), podemos provar que o mesmo deve valer quando

tomamos m + 1 em lugar de m.

Com efeito, para isso supomos por absurdo que duas delas ocorram si-
multaneamente, usamos a associatividade da adi¢ao e/ou a lei do corte, para
provar que isso implicaria a negagao da hipdtese de indugao P[m/, chegando
assim a uma contradigdo. Concluimos entao que vale P[m + 1], o que prova
que as possibilidades 1, 2 e 3 do enunciado sao sempre mutuamente exclu-
dentes.

Para concluir a prova do teorema devemos provar que uma dessas pos-

sibilidades sempre ocorre. Para tanto, dado um n € N arbitrario, definimos

CEDERJ
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o conjunto X (n) por
X(n)=X"(n)U{n}UX*(n),

X (n)={meN : m+d=n, para algum d € N},
X*t(n)={meN : m=n+d, paraalgum d' € N}.

Observe que, pelo que ficou provado acima, a intersecao de quaisquer dois
entre os trés conjuntos, X (n), {n} e X (n), é vazia. O objetivo entao é
mostrar que X (n) = N para todo n € N. Provamos primeiro que X (1) = N.
Neste caso, como observado acima, temos X (1) = (). Claramente, temos
1 € X(1). Além disso, supondo k € X (1), para um certo k € N, provamos
que k+ 1 € X(1). Com efeito, se k € X(1) entao, ou k = 1, e nesse caso
k+1e€ X*(1),ouk € XT(1), enesse caso k = 1+d', para algum d’ € N. No
ultimo caso, temos k+1 = (14 d') + 1 =(pela associatividade)= 1+ (d' + 1),
e assim fica provado que k € X(1) = k+1 € X(1). Pelo terceiro axioma
de Peano (Principio da Indugao) segue que X (1) = N. A prova de que
X (n) = N, para todo n € N, decorrerda novamente do Principio da Inducao
se mostrarmos que X (k) = N = X (k+1) = N. Deixamos isso como exercicio

para voce fazer. O

Definicao 2.1

Dizemos que o natural m é menor que o natural n, ou que n é maior que n,
e denotamos m < n, se existe d € N tal que m +d = n. A notagado n > m
equivale a m < n e a notacao m < n significa m < n ou m =n. Se m < n,
o numero natural d tal que m + d = n é denotado n — m. Observe que essa

notagao é coerente com a notagao n — 1 para o antecessor de n.

A relacao < tem as propriedades:

1. Sem <nen <pentdo m < p; (transitividade)
2. Sem<nepé€Nentaom+p<n-+p; (monotonicidade)

3. Dados dois niimeros quaisquer m,n € N vale uma, e somente uma, das

seguintes possibilidades: ou m < n, ou m = n, ou n < m. (tricotomia)

A terceira propriedade é o proprio Teorema 2.2 reescrito de forma dis-
tinta. A primeira e a segunda propriedade decorrem diretamente da defini¢gao
de <.

CEDERJ |
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Com efeito, se m < n e n < p entao existem d; e ds tais que m+d; =n

e n+ dy = p. Decorre dai que (m +dy) +dy = p, isto é, m+ (dy +ds) = p e,
portanto, m < p. Quanto a segunda, se m < n, entao m+d = n, para algum
deN,assimn+p=(m+d)+p=(m+p)+de, portanto, m +p < n+ p.
O

O seguinte resultado é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 2.1.

Teorema 2.3 (Principio da Indugao Matematica (segunda versao))
Seja ng € N e seja P[n] uma proposicao acerca dos niimeros naturais n > ny.

Suponhamos que:

1. A proposicao P[ng] é verdadeira;

2. Para todo k > ng, a proposi¢ao P[k] implica P[k + 1].
Entao, P[n] é vélida para todo n > ny.

Prova: Se ng = 1, entao o enunciado acima € o proprio Teorema 2.1. Se ng >
1, entdo, para cada n € N, consideramos a proposigao Q[k] = P[(ng—1) + k.

Entéao, a hipdtese 1 do enunciado afirma que vale Q[1], ao passo que a
hipétese 2 afirma que Q[k]| implica Q[k + 1]. Pelo Teorema 2.1 segue que vale
QI[k], para todo k € N, isto é, vale P[n] para todo n > ny. O

O produto de ntimeros naturais

O produto de dois numeros naturais, m-n, m,n € N, pode ser definido

recursivamente, como ja foi feito para a adicao, da seguinte forma:
m-1=m,
m-(n+1)=m-n+m.

As duas linhas acima constituem o modo rigoroso de expressar a definicao

informal bastante conhecida:

m-n:=m-+m-+---+m.

g
n vezes

No que segue, frequentemente, denotaremos m-n simplesmente por mn, como

é usual.

Usando o Principio da Inducao, como fizemos para o caso da adicao,
podemos provar as seguintes propriedades bem conhecidas satisfeitas pelo
produto de niimeros naturais. Deixamos a voce, como exercicio, a demons-

tracao de tais propriedades. Para todos m,n,p € N temos:

CEDERJ
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1. (mn)p = m(np); (associatividade)
2. mn = nm; (comutatividade)
3. Se mn = mp entao n = p; (lei do corte)
4. Se m < n entdo mp < np; (monotonicidade)
5. m(n +p) = mn + mp. (distributividade)

Dado qualquer m € N, definimos m*, para todo k € N, estabelecendo
que m' = m e m*! = m - mF. Analogamente, o fatorial de um niimero
natural n é definido indutivamente pondo-se 1! =1e (n+ 1)l = (n+1) - nl.
Expresso de modo menos formal, temos

mf=m-m---m, nl=nn-1)---2-1.
—_——

k vezes
O Principio da Boa Ordenacao

Dado um conjunto A C N, dizemos que mqy é o menor elemento de A,
ou é o elemento minimo de A, se mg < m, para todo m € A. E imediato
verificar que o elemento minimo, quando existe, é inico. Com efeito, se my
e my sao dois elementos minimos de A, entao mgy < mq, pois mg ¢ minimo,
e my; < mg, pois m; também é minimo. Logo, my = m;.

Se considerarmos o préprio conjunto N, vemos que 1 é o elemento
minimo de N, ja que, para todo m € N, ou m = 1, ou m é o sucessor

de algum outro nimero natural, o qual ¢ menor que m.

Analogamente, My € A é chamado o maior elemento de A, ou o e-
lemento mdximo de A, se m < My, para todo m € A. A prova de que
o elemento maximo de A C N é tinico, quando existe (!), é feita de modo
idéntico ao que foi feito para provar a unicidade do minimo. Nem sempre
um subconjunto nao-vazio de N possui elemento maximo. O préprio N nao

o possui, ja que paratodom e Ny m+1 e Nem <m+ 1.

No entanto, em relagao ao minimo, vale o seguinte principio fundamen-
tal.

Teorema 2.4 (Principio da Boa Ordenagao)

Se ACNe A # D entdo A possui um menor elemento.

Prova: Dado n € N, denotemos J,, := {k € N : 1 < k < n}. Seja A um

subconjunto nao-vazio de N. Como A é nao-vazio, N\ A # N. Se 1 € A, entao
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1 é o elemento minimo de A, ja que 1 é o elemento minimo de N. Suponhamos,
entdo, que 1 ¢ A, isto é, 1 € N\ A. Seja X :={n e N : J, C N\ A}. Como
Ji = {1}, temos 1 € X, j4 que estamos supondo que 1 € N\ A. Se para
todo m € X tivermos m + 1 € X entao, pelo Principio da Indugao, teremos
X =N, o que implicard N\ A = N e dai A = (), contrariando a hipétese de
que A é ndo-vazio. Assim, deve existir mg € X tal que m :=my+ 1 ¢ X.
Afirmamos que m, assim definido, é o elemento minimo de A.

Com efeito, se p < m, entdo p € J,,,, C N\ A, e, portanto, p ¢ A. Logo,
para todo p € A devemos ter m < p, o que demonstra que m é o elemento

minimo de A e conclui a prova. O

A seguir damos alguns exemplos mais praticos de demonstragoes por
inducao. Neles faremos livre uso das propriedades dos numeros reais ja
bastante conhecidas por vocé (uma exposicao mais formal sobre essas pro-

priedades serd feita mais adiante).

Exemplos 2.1

(a) Para cada n € N, a soma dos n primeiros niimeros naturais é dada por
1
1—|—2—|—~~—|—n:§n(n—|—1). (2.4)

Com efeito, chamemos P[n] esta férmula. Nesse caso, P[1]é1=1-1.2

que, portanto, é verdadeira. Suponhamos agora que valha P[k], isto é,

1
L+24 -+ k= h(k+1).

Somando (k+1) a ambos os membros desta equagao, obtemos uma nova
equagao cujo o membro esquerdo é 1+2+---+4(k+1), que é o membro
esquerdo da férmula P[k+ 1]. Por outro lado, apds somarmos (k+ 1) a
equagao P[k], o membro direito da nova equacao é sk(k+1)+(k-+1) =
2(k+1)(k +2). Assim, somando (k + 1) & equagao P[k] obtemos

L4244 (1) = (k4 D +2),

que nada mais é que P[k + 1]. Assim, pelo Principio da Indugéo
Matematica (Teorema 2.1), segue que P[n|, isto é, a equacao (2.4),

é verdadeira para todo n € N.

MODULO 1 -
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(b)

Para cada n € N, a soma dos quadrados dos n primeiros nimeros

naturais é dada por
2 2 2 1

-1-2-3

De novo, chamando P[n] esta férmula, vemos que P[1] ¢ 1 = ¢

e, portanto, é verdadeira. Suponhamos que valha P[k]:
1
P4+22 4+ 4k = 6k:(k:+1)(2k;+1).
Somando (k 4 1)? a ambos os membros da equacao P[k] obtemos

1
12+22+---+k2+(k:+1)2:6k(k+1)(2k+1)+(k+1)2

_ é(k ) (k(2k + 1)+ 6(k + 1))

1
= 6(k+ 1)(2k* + 7k + 6)

1

6(k + 1)(k + 2)(2k + 3).

O membro esquerdo da primeira equacgao desta cadeia de equagoes e o
membro direito da iltima equacao coincidem com os membros esquerdo
e direito de P[k +1]. Portanto, temos que P[k| implica P[k+1]. Logo,
pelo Principio da Indugao Matemadtica, concluimos que (2.5) vale para
todo n € N.

Dados dois niimeros a,b € N, a > b, provaremos que a — b é um fator
de a™ — b", para todo n € N. Com efeito, para n = 1 a afirmacao é
6bvia. Suponhamos entdao que valha P[k]: a — b é um fator de a* — b*.

Entao temos

QP Rl gkt gk 4 bt — pht

= a(a® — ") + (a — D)V".

Pela hipétese de indugao (vale P[k]), concluimos entao que vale P[k+1].
De novo, pelo Principio da Inducao, vemos que a afirmacao vale para
todo n € N. Como aplicacao, deduzimos, por exemplo, que 13" — 8"
¢ divisivel por 5, 17" — 13" ¢é divisivel por 4, etc., qualquer que seja
n € N.

A desigualdade 2" > 2n + 1 é verdadeira para n > 3 (observe que ela

nao vale para n = 1,2). De fato, chamando de P[n] a desigualdade,
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vemos que vale P[3] j4 que 2> =8 > 7 = 2-3 + 1. Suponhamos que
valha P[k]: 2% > 2k + 1. Levando em conta que 2k + 2 > 3 para todo
k € N, apés multiplicar P[k] por 2, temos

2" > 202k +1) =4k +2=2k+ (2k+2) > 2k +3=2(k+1) + 1,

e assim obtemos P[k + 1]. Portanto, pelo Teorema 2.3 concluimos que
a desigualdade vale para todo n > 3.

(e) A desigualdade 2" < (n + 1)! pode ser estabelecida pelo Principio da
Inducdo Matemadtica. De fato, inicialmente observemos que vale P[1],
ja que 2! =2 = 2.1 = 2!. Supondo que valha P[k], isto é, 2% < (k+1)!,
multiplicando P[k] por 2, e usando o fato que 2 < k + 2, segue que

P <2k + 1) < (k+2)(k+ 1) = (k+2),

o que nos dé que vale P[k + 1]. Portanto, o Teorema 2.1 implica que a
desigualdade vale para todo n € N.

A seguinte versao do Principio da Inducao Matematica é, as vezes, bas-
tante util. Alguns autores a chamam “Principio da Inducao Forte”. Usamos
a notagao habitual {1,2,...,k} para denotar o conjunto J, = {j € N : 1 <
Jj <k}

Teorema 2.5 (Principio da Indugao Forte)
Seja S um subconjunto de N tal que
(1) 1€ 8.

(2) Para todo k € N, se {1,2,...,k} C S, entao k+1€ S.

Entao S = N.

Prova: Consideremos o conjunto X = N\ S. Provaremos por contradi¢ao
que X = (). Suponhamos entao que X # (). Entao, pelo Principio da Boa
Ordenagao, X possui um elemento minimo mgy. Como, por (1), 1 € S, temos
mgy > 1. Por outro lado, como mg é o menor elemento de X = N\ S, temos
que {1,...,mo — 1} C S. Decorre entao de (2) que my € S, o que nos da

uma contradicao e conclui a prova. U

Exercicios 2.1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

1
. Prove que — +

Loy n todon € N
— = ara todo n .
1.2 2.3 nn+1) n+i?

. Prove que 13 + 28 + .- - + n® = [In(n + 1)}2 para todo n € N.

. Prove que 3+ 11+ -+ + (8n — 5) = 4n? — n para todo n € N.

Prove que 12 + 3> + -+ - + (2n — 1)2 = (4n® — n)/3 para todo n € N.

Prove que 12 — 22 + 3% 4 .- + (=1)""n? = (=1)""n(n + 1)/2 para
todo n € N.

Prove que n® + 5n é divisivel por 6 para todo n € N,
Prove que 52® — 1 é divisivel por 8 para todo n € N.
Prove que n® 4+ (n + 1) + (n + 2)3 é divisivel por 9 para todo n € N.

Prove que vale o binomio de Newton: dados a,b € R, para todo n € N,

vale

t=a" e Y2 4 n n—-1 , pn
oo e Qe (2 o
onde (Z) = n!/k!(n—k)!. (Sugestdo: verifique que (Z)+( n ) _ (n+1)‘)

Prove a desigualdade de Bernoulli: dado x € R, z > —1, para todo
n € N vale

(14+2)" > 1+ nx.

Prove que n < 2™ para todo n € N.

Prove que 2™ < n! para todon >4, n € N.

Prove que 2n — 3 < 22 para todon > 5, n € N.

Prove que 1/v/1+1/v/2+---+1/y/n > y/n para todo n > 2, n € N.

Sejam os numeros z,, definidos do seguinte modo: x; := 1, x5 := 2 e
Tpio = %(mnﬂ + z,,) para todo n € N. Use o Principio da Indugao

Forte (Teorema 2.5) para mostrar que 1 < z,, < 2 para todo n € N.
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Prossiga: Numeros Inteiros e Racionais

Vamos descrever sucintamente como o conjunto dos ntmeros inteiros
Z e o conjunto dos numeros racionais Q sao definidos a partir de N e como
sao definidas a adicao, a multiplicagao e a ordem entre esses nimeros. Men-
cionaremos, omitindo as provas, algumas propriedades satisfeitas pelas ope-
racoes e pela ordem definidas para os inteiros. Abordaremos mais detalhada-
mente essas propriedades em breve, quando estivermos estudando os nimeros

reais.

O conjunto Z é definido adicionando-se a N o elemento 0, chamado
“zero” | e, para cada k € N, o elemento —k, chamado “menos k”. Define-se a
adicao entre dois inteiros quaisquer estabelecendo que a mesma coincide com

a adicao em N, quando ambos os niimeros pertencem a N, e pondo-se além

disso:
0+s=s+0:=s, paratodoséeEZ,
(— ])+] j+(—j):=0, paratodoj€ N,
(=j) + (k) := —(j + k), para todos j,k € N,
(—i)+k=k+(—j)=k—j sejkeNej<k,
(—j)+k=k+(—j)=—(—k) sejkeNej>k,

onde denotamos —(j — k) := —d, com d = j — k.
Verifica-se facilmente que a adicao de inteiros assim definida satisfaz:
r+s=s+r (comutatividade) e (r +s) +t =1+ (s + t) (associatividade).

A ordem em Z é definida estabelecendo-se que r < s se r +d =
para algum d € N. Em particular, 0 < n e —n < 0, para todo n € N.
A transitividade (r < s e s < t = r < t), a monotonicidade (r < s =
r+1t<s+t)eatricotomia (uma e s6 uma das alternativas é valida: r < s,
r =s,our > s) valem quaisquer que sejam r,s,t € Z como é facil verificar.

A multiplicacao em Z é definida estabelecendo-se que ela coincide com

a multiplicagdo em N, quando ambos os nimeros pertencem a N, e pondo

0-s=s-0:=0, paratodosé€Z,
)-(=k)=(=k)-(—j):=j-k, paratodosj k€N,
.= —j -k, paratodos j, k€ N.

—~~
|

< .
~—

o

I

o, —
—~

|

5
~

Pode-se provar sem dificuldade que a multiplicacao em 7Z, assim definida,

é comutativa, associativa e distributiva em relacao a adicao: r-s = s-r
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(comutatividade), (rs)t = r(st) (associatividade), r(s +t) = rs + rt (dis-
tributividade).

Além disso, nao ¢ dificil verificar que se r < sentaor-t < s-t,set >0
(istoé,seteN)er-t>s-t,set <0 (isto é, se (—1)-t € N).

Finalmente, se, para todo s € Z, definirmos —s = (—1) - s, temos que
valem as equagoes s + (—s) = (—s)+s=0e —(—s) = s.

O conjunto Q dos nuimeros racionais é formado por objetos da forma

b onde p,q € Z e q # 0, convencionando-se que § = © se e somente se
q

p-s=r-q. Definem-se a soma e a multiplicagao de niimeros racionais como

voceé ja conhece bem:

i)
<3

P
q

+ - 9
qs

T ps+qr pr
q s q-

»
V)

As operagoes assim definidas sao comutativas e associativas, e vale também

a distributividade da multiplicacao em relacao a adi¢ao. Denota-se

— T r T
SRR S A .
q q q q S q 4q S

. . p
Define-se a ordem entre os racionais estabelecendo-se que = > 0 se

p-q>Oe]—?>Cse]—)—C>O.
q S q S
Se x,y, z € Q, verifica-se sem muita dificuldade que: (i) z <yey < z
implica = < z; (i) * < y entao x + z < y + z; (ili) z < y entdo zz < yz se
z>0exz>yzsez <0; (iv) uma e sé uma das alternativas ¢é valida: = < y,
T =1y, oux>y.
Sex € Q\ {0} ez = g define-se 27!, chamado o inverso de x, por

1

. Verifica-se sem dificuldade que =" é o unico racional satisfazendo

1.

T =

| = I

-1



Conjuntos Finitos, Enumerdveis e Ndo-Enumerdveis

Aula 3 — Conjuntos Finitos, Enumeraveis e

Nao-Enumeraveis

Metas da aula: Apresentar a definicdo de conjunto finito e de niimero
de elementos de um conjunto finito. Definir conjunto enumeravel e conjunto

nao-enumeravel.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado e o uso da definicao matematica de conjunto finito,

bem como demonstrar fatos simples envolvendo esse conceito;

e Saber o significado e o uso da definicao matematica de conjunto enu-

meravel, bem como demonstrar fatos simples envolvendo esse conceito.

Introducao

O Produto Interno Bruto (PIB) dos Estados Unidos da América, no ano
de 2005, foi calculado em 12.452.000.000.000 (doze trilhdes, quatrocentos e
cinqiienta e dois bilhdes) de ddlares e o do Brasil, no mesmo ano de 2005,
foi calculado em 795.000.000.000 (setecentos e noventa e cinco bilhdes) de
ddlares. Essas estimativas deram aos EUA e ao Brasil, respectivamente, a 12

e a 112 posicao na classificagao das maiores economias do mundo.

O fato para o qual queremos chamar atencao aqui nao tem nada a ver

com economia.

O ponto que queremos ressaltar é que, no nosso dia-a-dia, por exemplo,
na leitura de um jornal, podemos nos deparar com ntimeros tao grandes que
nenhum ser humano na face da Terra seria capaz de contar 1, 2, 3,..., até
chegar a eles, sem saltar nenhum nimero intermediario, simplesmente porque
seriam necessarios centenas ou milhares de anos para fazé-lo, estimando-se
que levassemos, digamos, em média, 1/2 segundo para recitar cada um deles.
Mesmo assim, vocé nao hesitaria em afirmar prontamente que os nimeros
referentes aos PIBs citados representam quantidades finitas, seja 14 o que isso

realmente signifique em ultima instancia.

O fato é que a nocao de conjunto finito é extremamente primitiva, e o ser
humano criou sistemas numéricos capazes de representar qualquer quantidade
finita muito antes de se preocupar em obter uma definicao matematica precisa

do que venha ser conjunto finito. Muito ao contrario, a definicao que se
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procurou dar em tempos muito mais recentes (hd menos de um século e meio)
tinha, diante de si, o desafio de possibilitar a demonstra¢cao matematica de
fatos absolutamente evidentes para o senso comum como, por exemplo, o de
que “a uniao de uma quantidade finita de conjuntos finitos é um conjunto
finito”. Afinal, temos certeza de que um trilhdo é uma quantidade finita
porque sabemos que um trilhao corresponde a mil grupos de um bilhao de
elementos e, por sua vez, um bilhao corresponde a mil grupos de um milhao,

que por sua vez corresponde a mil grupos de mil etc.

Conjuntos Finitos e Infinitos

Por ora basta de discussao informal; vamos a definicado matematica.

Definicao 3.1

1. Dizemos que o conjunto vazio ) tem 0 elementos.

2. Se n € N, dizemos que um conjunto A tem n elementos se existe uma
bije¢ao do conjunto J, := {1,2,...,n} sobre A. Se A tem n elementos,
dizemos que n é a cardinalidade de A e denotamos, n = #(A), ou
n = card(A).

3. Um conjunto é dito finito se, ou é vazio, ou tem n elementos para algum
n € N.

4. Um conjunto A é dito infinito se ele nao é finito.

Como a inversa de uma bijecao é uma bijegao, segue que o conjunto
A tem n elementos se, e somente se, existe uma bijecao de A sobre J,. Do
mesmo modo, como a composisao de duas bijecoes é uma bijecao, temos que
um conjunto A tem n elementos se, e somente se, existe uma bijecao de A
sobre um outro conjunto B que possui n elementos. Além disso, um conjunto
C' ¢ finito se, e somente se, existe uma bijecao de C' sobre um conjunto D

que ¢ finito.

Uma vez apresentada a definicdo matematica do que venha ser um
conjunto ter n elementos é preciso, antes de mais nada, que se verifique a
unicidade deste n, isto é, que um mesmo conjunto nao pode possuir, de acordo
com a definigdo, mais de um numero n de elementos. Além disso, poderia
acontecer que, com a definicao dada, fosse possivel mostrar que N é finito,

0 que iria contrariar a nogao primitiva que temos desse conceito. Assim, é
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preciso mostrar que a definicao acima implica que N é infinito, como manda

O senso comuin.

Teorema 3.1 (Unicidade)
Se m,n € N e m < n, entao nao pode existir uma bijecao f : J,, — J,. Em

particular, se A é finito, entao #(A) é um nimero tnico.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que existam m,n € N, com m < n, tal
que existe uma bijecao f : J,, — J,. Entao, o conjunto C' dos n € N para os

quais existe m < n tal que existe uma bijecao entre J,, e J, é nao-vazio.

Pelo Principio da Boa Ordenacao esse conjunto possui um menor ele-
mento ng. Assim, existem mgy < ng e uma bijegao f : J,,, — Jn,. Claramente
ng > 1, pois do contrario nao haveria m € N com m < ng. Se f(mg) = ny
entdo f|Jy,,—1 ¢ uma bije¢ao entre J,,,_1 € J,,—1, 0 que contradiz o fato de
no ser o menor elemento de C. Por outro lado, se f(mg) # ng, tomemos
my € Jm, tal que f(mq) = ng e ng € Jp, tal que f(mg) = ny. Definimos
g Jme — Jn, pOndo g(mg) = ng, g(m1) = ny, e g(m) = f(m), para todo
m € Jm, \ {m1, mp}. Claramente, g é uma bijecao, dado que f o é. Entao,
temos que g|J,,,—1 € uma bijecao entre J,,,,—1 € Jy,—1, 0 que nos dd novamente

uma contradi¢ao e prova a primeira parte do teorema.

Quanto a #(A) ser um nimero tnico, se isso nao fosse verdade exis-
tirlam m,n € N, com m < n, e duas bijecoes f : J,, - Aeg: J, — A
Nesse caso, fog~! seria uma bijecao de J,, sobre J, o que contradiz a parte

ja provada do teorema. Logo, #(A) é um nimero dnico. O

Teorema 3.2

O conjunto N dos nimeros naturais ¢ um conjunto infinito.

Prova: Suponhamos por absurdo que N ¢é finito. Nesse caso existe m € N e
uma bijegao f : J,, — N. Sejan := f(m). Definimos g : N — N\ {n} pondo
g(k) =k, se k <n,eg(k)=k+1,se k >n. Entdo g é uma bijecao (por
qué?). Por outro lado, como f é bijecao, entao h := f|J,,_1 é uma bijegao
entre J,,_; e N\ {n}. Logo, g~' o h é uma bijegao de J,,_; sobre J,, o que
nos dd uma contradicao em vista do Teorema 3.1. Logo, N é um conjunto
infinito. 0]

O proximo resultado estabelece algumas propriedades elementares de

conjuntos finitos e infinitos.

Teorema 3.3
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(a) Se A é um conjunto com m elementos e B é um conjunto com n ele-

mentos, e se AN B = (), entao AU B tem m + n elementos.

(b) Se A é um conjunto com m elementos e C' C A é um conjunto com 1

elemento, entao A\ C' é um conjunto com m — 1 elementos.

(¢) Se C' é um conjunto infinito e B é um conjunto finito, entdo C'\ B é

um conjunto infinito.

Prova: Provemos (a). Seja f uma bijegao de J,,, sobre A e g uma bijegao
de J, sobre B. Definimos h : J,4, — AU B pondo h(i) := f(i), para
i=1,...,m, e h(i) = g(i —m), parai =m+1,...,m+n. Vocé poderd
verificar sem dificuldade que h é uma bijegao de J,,,1,, sobre AU B.

A demonstracao de (b) segue diretamente de (a). A prova de (c) segue
também de (a), mas por contradi¢ao, supondo, por absurdo, que C' é um
conjunto infinito, B é um conjunto finito e que C'\ B é um conjunto finito.
Os detalhes dessas demonstragoes sao deixados para vocé como exercicio

(veja Exercicio 2 ao final desta aula). O

O fato de que um subconjunto de um conjunto finito também é um
conjunto finito é intuitivamente 6bvio mas precisa ser demonstrado partindo-
se da definicao dada acima. Como veremos, a prova, embora simples, requer

um pouco mais de trabalho que o esperado.

Teorema 3.4

Suponhamos que A e B sejam conjuntos e que A C B.

(a) Se B ¢é um conjunto finito entdo A é um conjunto finito.

(b) Se A é um conjunto infinito entdo B é um conjunto infinito.

Prova: Provemos, inicialmente, (a). Se A = () entdao ja sabemos que A
é finito e nada hd para demonstrar. Suponhamos entao que A # (. A
prova serd feita por inducao sobre o niimero de elementos de B. Se B tem
1 elemento, entao o unico subconjunto nao-vazio de B é ele préprio. Logo
A = B e, portanto, A é finito.

Suponhamos que todo subconjunto de um conjunto com n elementos
é finito; essa é a proposigao P[n| cuja veracidade tomamos como hipétese.
Provemos que, neste caso, vale P[n + 1], isto é, que todo subconjunto de

um conjunto com n + 1 elementos € finito. Seja, entao, B um conjunto com
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n + 1 elementos, A C B e seja f : J,41 — B uma bije¢do. Se f(n+1) ¢ A,
entao A C By := B\ {f(n+ 1)} e, pelo item (b) do Teorema 3.3, B; tem n
elementos. Logo, pela hipdtese de indu¢ao P[n], nesse caso A é finito. Por
outro lado, se f(n+ 1) € A, entao A; := A\ {f(n+ 1)} é subconjunto de
B; que tem n elementos. Logo, A; é finito. Mas entdo, pelo item (a) do
Teorema 3.3, A = A; U{f(n+ 1)} é finito.

A afirmagao (b) é a contrapositiva de (a). Recordemos que a contra-
positiva de uma proposicao da forma p = ¢ é a proposicao ~ ¢ =~ p e
que essas duas proposicoes sao equivalentes, isto é, possuem tabelas-verdade

idénticas. O

Conjuntos Enumeraveis

Os conjuntos infinitos sao divididos em duas classes complementares: a

dos que sao enumeraveis e a dos que sao nao-enumeraveis.

Definigcao 3.2

Diz-se que um conjunto A é enumerdvel se ele é finito ou se existe uma bijecao
f N — A. No segundo caso, diremos que A é infinito enumerdvel, quando
quisermos enfatizar o fato do conjunto ser infinito, que decorre imediatamente
da existéncia da referida bijecao e do fato de que N é infinito. A bijecao f de
N sobre A é chamada uma enumeragao dos elementos de A e, denotando-se
ar = f(k), podemos escrever A = {ay,as,as,---}. Diz-se que um conjunto

A é nao-enumerdvel se ele ndo é enumerével.

Pelas propriedades das bijecoes, é claro que A é infinito enumeravel
se e somente se existe uma bijecdo de A sobre N. Outrossim, A é infinito
enumeravel se, e somente se, existe uma bijecao de A sobre um conjunto B
que ¢ infinito enumeravel. De modo mais geral, A é enumeravel se, e somente

se, existe uma bijecao de A sobre um conjunto B enumeravel.

Exemplos 3.1

(a) O conjunto P = {2n : n € N} dos ntmeros naturais pares ¢ infinito
enumeravel, ja que f : N — P definida por f(n) = 2n, paran € N, é
uma bijecao de N sobre P. Do mesmo modo, o conjunto dos niimeros
naturais impares I = {2n — 1 : n € N} ¢é infinito enumeravel, ji que

g : N — I definida por g(n) = 2n — 1 é uma bijegao de N sobre I.
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(b) O conjunto Z dos nimeros inteiros é enumeravel.

Podemos descrever uma enumeracao para Z de modo esquematico na
forma

(%7 _]-7 %7 _27 %7 _37 %) .
1 ; 3 ZTL ) g 7

Isto é, o 1 é aplicado sobre 0, os nimeros naturais pares sao aplica-
dos sobre os inteiros negativos e os niimeros naturais impares sobre os
inteiros positivos, ou seja, os numeros naturais. A bijecao correspon-

dente, f: N — Z, é definida de modo explicito por

(k—1)

, se k é impar

k=9 7

, seképar

(¢) A unido de dois conjuntos enumeraveis disjuntos é um conjunto enu-

mergvel.

Sejam A e B conjuntos enumeraveis, com AN B = (. Se A e B sao
finitos AU B ¢ finito pelo Teorema 3.3 e, portanto, é enumeravel. Se um
deles, digamos, A, é finito, com A = {a4,...,a,}, e o outro, B, ¢ infinito
enumeravel, com B = {by, b, b3, ...}, entdo definimos uma bijegao f :
N — AU B pondo f(k) :=ay, parak =1,...,p, e f(k) := by_,, para
k > p. Portanto, AU B ¢ infinito enumeravel. Finalmente, se A e B sao
infinitos enumeraveis, com A = {ay,as,as,...} e B = {by, by, b3,...},
definimos uma bijecdo f : N — AU B pondo f(k) = awsn, se k é
impar, e f(k) = bg, se k é par. De modo esquematico reprzesentamos

essa enumeracao na forma

asy, bla az, b2a as,

Teorema 3.5

Todo subconjunto A C N é enumerével.

Prova: Se A ¢ finito entao A é enumeravel, por definicao, e nada ha para
provar. Se A é infinito, definimos uma bijecao f de N sobre A pondo f(1) :=
ay, onde a; é o menor elemento de A, f(2) := ag, sendo ay 0 menor elemento
de A\{a1}, e assim por diante. Isto é, supondo que f(1) := ay,..., f(n) :==a,
tenham sido definidos, com a; < as < -+ < a,, definimos f(n + 1) 1= a,41,
onde a, 11 é o menor elemento de A\ {ay,...,a,}. Afirmamos que f : N — A

assim definida é uma bijegao. Claramente f é injetiva pois f(m) < f(n), se
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m < n. Em particular, f(N) é um conjunto infinito enumeravel pois f é
uma bijegao de N sobre f(N). Por outro lado, se houvesse a € A tal que
a ¢ f(N), entdo a seria necessariamente maior que todos os elementos de
f(N) e, portanto, terfamos f(N) C J,, o que, pelo Teorema 3.4(a), contradiz
o fato de f(N) ser infinito. O

O resultado a seguir mostra que subconjuntos de conjuntos enumeraveis

também sao conjuntos enumeraveis.

Teorema 3.6

Suponhamos que A e B sao conjuntos e que A C B.

(a) Se B é enumerével, entdo A é enumeravel.

(b) Se A é nado-enumerével, entdo B é ndao enumeravel.

Prova: Provemos inicialmente (a). Se B é finito, entdao A ¢é finito, pelo
Teorema 3.4(a), e, portanto, é enumerdvel. Suponhamos entdo que B é
infinito enumeravel. Nesse caso, existe uma bijecao g : B — N, de B sobre
N. Pondo h := g|A, temos que h é uma bijegdo de A sobre um subconjunto
de N, isto é, h é uma bijecao de A sobre um conjunto enumeravel, pelo
Teorema 3.5. Logo, A é enumeravel.

A afirmacao (b) é equivalente a (a) pois é a sua contrapositiva. O

Teorema 3.7

As seguintes afirmacoes sao equivalentes.

(a) A é um conjunto enumeravel.
(b) Existe uma sobrejecao de N sobre A.

(c) Existe uma inje¢ao de A para N.

Prova: (a)=(b) Se A ¢ finito, existe uma bijecao f de algum conjunto J,

sobre A e entao definimos g : N — A por

f(k), parak=1,... n,

g(k) ==
f(n), parak >n.

Entao, g é uma sobrejecao de N sobre A. Se A ¢ infinito enumerével, entao
existe uma bijecao f de N sobre A, a qual é, em particular, uma sobrejecao
de N sobre A.
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(b)=(c) Se f é uma sobrejecao de N sobre A, definimos g : A — N pondo
g(a) igual ao menor elemento do conjunto nao-vazio de nimeros naturais
fa) :=={n € N : f(n) = a}. Como f(g(a)) = a, segue que g é injetiva
(por qué?).

(c)=(a) Se g é uma injecao de A para N, entdo g é uma bijecao de A sobre
g(A) € N. Pelo Teorema 3.6(a), g(A) é enumeravel, donde se conclui que o

conjunto A é enumeravel. O

Teorema 3.8

O conjunto N x N ¢ infinito enumeravel.

Prova: Lembremos que N x N consiste de todos os pares ordenados (m,n)
com m,n € N. Obtemos uma enumeracao para os elementos de N x N de

modo esquematico na forma:
(1 )’ (17 )’ (271)7 (1a3)7 (272)7 (371)7 (174)7"' )

I i 7 T I 1

2 3 4 5 6 7

——s

no sentido crescente da soma m + n e de m (Fig. 3.1).

a3 3

w2 oey . (Y

1,1 (é,l)

31) @,1)

Figura 3.1: Enumeracao de N x N pelo processo diagonal

A férmula explicita para a bijecao de N sobre N x N representada es-
quematicamente como acabamos de descrever sera dada na secao Prossiga

ao final desta aula.
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Uma outra forma de mostrar que N x N é enumeravel é a seguinte.
Voce deve se lembrar de que um numero natural é dito primo se os Unicos
nimeros naturais dos quais ele é multiplo sao o 1 e ele préprio. Pode-se
provar sem dificuldade que todo niimero natural admite uma tnica decom-
posigao em fatores primos (veja Exercicio 14, abaixo). Observe entao que a
fungao g(m,n) := 23" é uma injecdo de N x N para N, como conseqiiéncia
da unicidade da decomposicao dos niimeros naturais em fatores primos. As-
sim, pelo Teorema 3.7(c), N x N é enumerédvel. De passagem, observamos

que, como é usual, escrevemos, de forma mais simples, g(m,n) em vez de
g9((m,n)). 0

Teorema 3.9

O conjunto dos nimeros racionais QQ € infinito enumeravel.

Prova: Lembre-se de que Q ¢ definido por Q = {™ : m,n € Z, n # 0}.
J& provamos que Z ¢é (infinito) enumeravel e, portanto, Z \ {0} também
é, pelos Teoremas 3.6(a) e 3.3(c). Assim, existem bijecoes g1 : N — Z e
g2 : N — Z\ {0}. Entdo, G((j,k)) = (91(J), g2(k)) é uma bijegdo de N x N
sobre Z x (Z\{0}) (por qué?). Como N x N é enumeravel, entao Z x (Z\ {0})
é enumeravel. Portanto, existe uma bijecao hy : N — Z x (Z \ {0}).

Agora, a fungao hy : Z x (Z \ {0}) — Q definida por hy(m,n) = =
é uma sobrejecao de Z x (Z \ {0}) sobre Q (por qué?). Logo f := hyohy
é uma sobrejegdo de N sobre Q. Pelo Teorema 3.7(b) concluimos que Q é

enumeravel. Como Q contém N e este ultimo ¢é infinito, segue também que
Q ¢ infinito. O

A Figura 3.2 representa o esquema do processo diagonal para enu-

meracao dos elementos de Q implicitamente empregado na prova anterior.

O préximo resultado estabelece que a unido de uma colegao (possivel-
mente infinita) enumerével de conjuntos enumeréveis é também um conjunto

enumeravel.

Teorema 3.10

Se A,, ¢ um conjunto enumeravel para cada m € N, entdao a unidao A :=
U~_, Ay, é enumerdvel.

Prova: Em vista do Teorema 3.7, precisamos apenas mostrar que existe
uma sobrejecao de N sobre A. Para cada m € N, seja g, uma sobreje¢ao

de N sobre A,,; tal sobrejecao existe ja que A,, é enumeravel. Definimos
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Figura 3.2: Enumeracao de Q pelo processo diagonal.

g:NxN— A por

g(m,n) = gm(n).

Afirmamos que g é uma sobrejecao; deixaremos a vocé a demonstracao sim-
ples desse fato (veja Exercicio 8, abaixo). Como N x N é enumeréavel, existe
uma bijecao e, portanto, uma sobrejecao f : N — N x N, donde go f é uma
sobrejecao de N sobre A. Aplicando o Teorema 3.7 outra vez, concluimos
que A é enumeravel. Observe que o caso da unido de uma colecao finita de
conjuntos enumeraveis Ay, ..., A, decorre do que acabamos de provar; basta
fazer A, = A,, parak=n+1n+2,.... U

Para concluir, vamos enunciar e provar um belissimo teorema devido
a GEORG CANTOR (1845-1918) a quem também devemos a ideia genial do
processo diagonal para mostrar que N x N e Q sao enumeraveis. A prova
que daremos ¢ igualmente devida a Cantor e também envolve um raciocinio

“diagonal”, como veremos.

Teorema 3.11 (Teorema de Cantor)
Se A é um conjunto qualquer, entao nao existe nenhuma sobrejecao de A

sobre o conjunto P(A) de todos os subconjuntos de A.
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Prova: Suponhamos que g : A — P(A) é uma sobreje¢do. Para cada a € A,
g(a) é um subconjunto de A e, portanto, a pode ou nao ser um elemento de

g(a). Entao, definimos o conjunto

D:={acA:ad¢gla)}

Como D é subconjunto de A e, por conseguinte, D € P(A), e como g é
sobrejegao, entdo D = g(ag) para algum ag € A. Devemos ter ag € D, ou
ap ¢ D. Se ay € D, entao, como D = g(ag), ag € g(ag), o que contradiz
a definigdo de D. Da mesma forma, se ag ¢ D, entao ag ¢ g(ag) e, pela
definicao de D, devemos ter ag € D, o que também nos da uma contradicao.

Portanto, nao pode existir uma tal sobrejecao. O

O Teorema de Cantor implica, em particular, que P(N) é ndo-enumeravel,

j& que ndo pode existir uma bijegao de N sobre P(N).

Exercicios 3.1

1. Prove que um conjunto A é finito se, e somente se, existe uma bijecao

de A sobre um conjunto finito B.
2. Dé os detalhes da prova das partes (b) e (¢) do Teorema 3.3.
3. Seja A:={1,2} e B:={a,b,c}.

(a) Determine o nimero de injegoes diferentes de A para B.

(b) Determine o niimero de sobrejecoes diferentes de A para B.

4. Exibir uma bijecao uma bijecao entre N e todos os niimeros impares

maiores que 11.
5. Exiba uma bijecao entre N e um seu subconjunto préprio.

6. Prove que A é enumeravel se, e somente se, existe uma bijecao de A

sobre um conjunto B enumeravel.

7. Dé um exemplo de uma colecao enumeravel de conjuntos finitos cuja

uniao nao é finita.

8. Prove que a funcao g : N x N — A, definida na demonstracao do

Teorema 3.10 é de fato uma sobrejecao.
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9. Prove que o conjunto dos niimeros primos € infinito enumeravel. (Dica:

Para provar que esse conjunto é infinito, argumente por contradigao.)

10. Obtenha uma representacao N = A; U A, U--- U A, U--- tal que os

conjuntos Ay, As,..., A,, ...sejam infinitos e dois a dois disjuntos.

11. Use o Principio da Inducao Matematica para provar que se A tem n

elementos entdo P(A) tem 2" elementos.

12. Seja A C N infinito. Prove que existe uma tnica bijecao crescente
f:N—=A(m<n= f(m) < f(n)). (Dica: Para provar a existéncia
de uma tal funcao use reiteradas vezes o Principio da Boa Ordenacao

e o fato de que A ¢ infinito.)

13. Prove que a colegao F(N) de todos os subconjuntos finitos de N é

enumeravel.

14. Prove que todo niimero natural possui uma unica representacao como
produto de poténcias de nimeros primos. (Dica: Use o Principio da
Indugao Forte para mostrar que existe uma tal representagao. A uni-
cidade decorre da definicao de niimero primo e do fato que se n é um

miltiplo de m, entao todo divisor de m é um divisor de n. )

15. Inspirado pela demonstracao do Teorema de Cantor, prove que o con-

junto das fungdes f: N — {0,1} é ndo-enumeravel.

Prossiga: O Processo Diagonal de Cantor.

Como os grandes génios do futebol, Cantor era totalmente investido
daquele “sentimento diagonal do homem-gol”, evocado nos versos da cangao
“O futebol” de Chico Buarque. Em um punhado de momentos de pura
genialidade, Cantor recorreu a “ataques pela diagonal” para furar bloqueios

que guardavam verdadeiras maravilhas matematicas atras de si.

Vamos a seguir determinar mais precisamente a bijecao f : N — N x N
representada pictoricamente na Figura 3.1 e com isso completar a prova do
Teorem 3.8.

Em vez de buscar diretamente uma expressao para f, é bem mais sim-
ples exibir uma expressao para a inversa de f, g : NxN — N. Portanto, o que

temos a fazer é encontrar uma expressao para g e provar ue essa expressao
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realmente representa uma bijecao; neste caso, teremos também provado que
a inversa de g, isto é, f, é uma bijecao de N sobre N x N.

Inicialmente, observemos que N x N pode ser visto como uma colecao de
diagonais: a primeira delas contém apenas o ponto (1, 1); a segunda contém
2 pontos (1,2) e (2,1); a terceira contém 3 pontos (1,3), (2,2), (3,1) etc.
Assim, a k-ésima diagonal contém k pontos (m, n) cuja soma das coordenadas
é constante m +n = k + 1. Em particular, o nimero de pontos incluidos da

primeira até a k-ésima diagonal (inclusive) é:
1
S(k) ::1+2+---+k=§k:(k+1).

A segunda equacao foi verificada no Exemplo 2.1(a). Ora, para um ponto
(m,n) qualquer, sabemos que ele pertence a (m + n — 1)-ésima diagonal, e
a sua ordem na enumeracao estabelecida no processo diagonal sera igual ao
nimero de pontos contidos nas diagonais que antecedem a diagonal a qual
ele pertence, isto é, S(m + n — 2), mais o valor de sua primeira coordenada

m. Sendo assim, definimos:
g(m,n) = S(m+n—2)+m, para (m,n) € N x N. (3.1)

Conclusao da Prova do Teorema 3.8: Vamos entao mostrar que g
definida em (3.1) é uma bijecao de N x N sobre N. Mostremos inicialmente
que g é injetiva. Se (m,n) # (m’,n’), entao:
(i) m+n#£m +n,
ou
(i) m+n=m'+n"em#m'.

De fato, chamando de P a proposi¢cao m—+mn # m’+n’ e Q) a proposicao
m # m’, entdao (i) é P e (ii) é ~ P e ). Assim, a negagdo da proposigao
“(i) ou (ii)” é a proposicao “~ P e (P ou ~ Q)" que é equivalente a “~ P e
~ Q7 istoé, m+n=m'+n"em=m, que, por sua vez, é equivalente a
(m,n) = (m',n).

Caso tenhamos (i), podemos supor m+n < m’+n'. Notemos que vale

Sk+1)=Sk)+ (k+1). (3.2)
Entao, usando (3.2), o fato, que dai decorre, de que S é crescente, e também
que m’ > 0, temos
gimn)=Sm+n—-2)+m<Sm+n—-2)+(m+n-—1)
Sm+4+n—-1)<S(m'+n" —2)
<S(m' +n" —=2)+m' =g(m',n).
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Caso tenhamos (ii), entdo

/

g(m.n) —m = S(m+n—2) = S(m’ +n' —2) = glm',n') — .

donde se conclui, igualmente, que g(m, n) # g(m’,n’). Portanto, g é injetiva.

Mostremos agora que g também é sobrejetiva. Claramente g(1,1) = 1.
Se r € N, com r > 2, encontraremos (m,,n,) € N x N com g(m,,n,) = r.
Como r < S(r), entdao o conjunto C, := {k € N : S(k) > r} é nao-vazio.
Usando o Principio da Boa Ordenacao, seja k. > 1 o menor elemento em C.

Em particular, S(k, — 1) < r. Assim, como r > 2, usando (3.2), temos
Sk, —1)<r<S(k,) =Sk —1)+k,.

Seja m, :=r—S(k,—1), de modo que 1 < m, < k,, esejan, :=k.—m,+1,
de modo que 1 <n, <k, e m, +n, —1 = k,. Dai segue que

g(my,n.)=Sm, +n,—2)+m, =S5k, —1)+m, =r.

Portanto, g é uma sobrejecao de N x N sobre N. Como ja provamos que g é

uma injecgao, segue que g ¢ uma bijecao e, portanto, N x N é enumeravel. [J

Recomendamos fortemente que vocé faca uma pesquisa na internet so-
bre a vida e a obra de Georg Cantor, usando um sitio de buscas como o
“http:/ /www.google.com” ou visitando diretamente, por exemplo, a pagina
da web: http://pt.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor.
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Aula 4 — Os Numeros Reais 1

Metas da aula: Definir os niimeros reais tendo por base representacoes
decimais. Mostrar que os niimeros racionais podem ser caracterizados como
decimais periédicos. Mostrar através de exemplos que o sistema dos niimeros
racionais possui falhas que motivam a introducao de decimais nao-periédicos
que correspondem aos numeros irracionais. Definir uma relagdo de ordem
para os numeros reais e mostrar que ela coincide com a ordem dos racionais
quando restrita aos decimais periddicos. Mostrar que o conjunto dos ntimeros
reais nao é enumeravel. Introduzir os conceitos fundamentais de supremo e

de infimo.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado e o uso das representacoes decimais dos niumeros

reais.

e Saber o significado e o uso da identificagao dos niimeros racionais com

os decimais periédicos.

e Demonstrar proposi¢oes simples envolvendo os conceitos de supremo e

infimo.

Introducao

Nesta aula vamos iniciar nosso estudo sobre os nimeros reais e suas
propriedades. A discussao aqui contera aspectos informais mas procurara
se manter o mais proximo possivel da argumentacao matemaética rigorosa.
Assim, apresentaremos, de modo um tanto informal, o conjunto dos niimeros
reais como o conjunto dos decimais. FEstes ultimos sao expressoes onde
aparecem um inteiro nao-negativo, precedido ou nao por um sinal de menos,
seguido por um ponto, a direita do qual segue uma sucessao infindavel de
digitos que tomam valores no conjunto dos algarismos {0,1,2,...,9}. No

que segue vamos estabelecer essa nocao de forma mais precisa.

Essa abordagem tem a vantagem de dar aos nimeros reais uma forma
concreta, proxima da ideia que fazemos deles, pelo modo como ja estamos
habituados a lidar com expressoes decimais do tipo mencionado. Porém tem
a desvantagem de ter de trabalhar com expressoes “pesadas” do ponto de

vista notacional. De qualquer modo, logo que concluirmos a apresentacao
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dos ntimeros reais na proxima aula, ficara claro que esse conjunto fica carac-
terizado nao pela forma de seus elementos (de fato, eles poderiam assumir
formas completamente distintas), mas pela relagao de ordem entre esses ele-
mentos, as operacoes que podemos realizar entre eles e a completude do
conjunto, que sera explicada mais adiante. Assim, poderemos dispensar to-
talmente a representacao dos reais como decimais logo apds o término dessa

apresentacao.

Observe que adotamos aqui a convencao de apresentar os decimais com
a parte inteira separada da fraciondria por um ponto realcado “e” e nao
por uma virgula, que é a forma mais usual no Brasil. Fazemos isso para

dar melhor visibilidade ao mesmo e evitar confusoes, uma vez que a virgula

(13X

;7 assim como o ponto
finalidades.

W

usual sao utilizados frequentemente com outras

Os numeros reais vistos como decimais

Vocé certamente ja estd bastante familiarizado com a representacao
decimal para os nimeros racionais. Essa representacao ¢ obtida através do
conhecido algoritmo da divisao que aprendemos no ensino fundamental. O

algoritmo para obter a representagao decimal de 5/7 esta descrito na Fig. 4.1.

Seja p/q, p,q € N, um numero racional positivo. Podemos, também
supor que p e ¢ sejam primos entre si, isto é, nao possuem divisores comuns.
A representagao decimal de p/q tem a forma ageajasas . . ., onde ag € NU{0}
e

aj,as, as, -+ € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Chamamos algarismos os elementos do conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

De modo geral, ou essa representacao termina em zeros, isto é, a,, = 0,
para n > k, para algum k£ € N, ou apresenta um bloco de m algarismos
(periodo), com m € N, repetindo-se indefinidamente a partir da (k + 1)-
ésima casa decimal, para um certo k£ € N, isto é, a, = a,.,n para todo
natural n > k. Chamamos tal representacao decimal periddica, incluindo
nessa denominagao também o caso em que a representacao decimal termina
em zeros, considerando nesse caso m = 1 e 0 como o bloco que se repete

periodicamente com periodo 1.
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Figura 4.1: Algoritmo da divisao 5 =7

O racional 0 tem a representacao decimal trivial 0e000. ... Os racionais
negativos da forma r = —p/q com p,q € N, tém representacao decimal da

forma —ageajasas ..., onde ageajasas ... é a representagao decimal de p/q.

O fato de que a representagdo decimal de um racional positivo p/q,
fornecida pelo algoritmo da divisao, é sempre periddica se explica do seguinte
modo. Consideremos, para simplificar, apenas o caso em que 0 < p/q < 1.
Suponhamos, entao, = p/q, com p,q € Ne 0 < p < ¢, como no exemplo
da Figura 4.1, em que p = 5, ¢ = 7. Notamos que cada passo do algoritmo
da divisao de p por ¢ fornece um resto que é um inteiro entre 0 e ¢ — 1.
Portanto, apés um niimero de passos nunca maior que ¢, algum resto ocorrera
uma segunda vez e, a partir dai, os algarismos no quociente comecgarao a se

repetir em ciclos. Portanto, essa representacao decimal é periddica.

Formalmente, a representacao decimal de um racional positivo p/q
deixa de ser sempre unica pelo seguinte fato. Para cada racional cuja re-
presentacao decimal obtida através do algoritmo da divisao termina em 0’s,
p/q = ageay ...a;000..., com ay > 1, poderiamos também considerar uma

representacao decimal na forma
Ape a7y . . . (ak — 1)999 ce

terminando em 9’s. De fato, tal representacao também se aplicaria ao mesmo
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racional p/q, j& que, multiplicando-se essa representacdo, que chamaremos z,
por 1051 obterfamos 10"z = apa; ... (ap — 1)90999. .. e, multiplicando-a
por 10%, obterfamos 10¥z = aga; ... (ap — 1)¢999.... Fazendo a diferenca,

temos

9-10F2 = agay ... (ag — 1)9¢000 - - - — agay ... (ax — 1)«000. ..
=10-apay...(ax — 1) +9 —apay ... (ax — 1)
=9-apay...(ag —1)+9
=9 (apay...ap — 1+ 1)

=9-apai...ag,

donde se conclui que 10z = aga; ...as, isto é, © = agea; ...ax, ou seja,
x = p/q. Nos calculos anteriores, por abuso de notagao, denotamos por
apaq . ..ag o inteiro N cuja representacao decimal é obtida justapondo-se a
direita de ag os algarismos a1, ..., aj, sucessivamente, ou seja, N = ag- 10+
ap - 10571+ 4 q.

Por exemplo, 1/2 = 0e5 ou 1/2 = 0449999, 11/50 = 0622 ou 11/50 =
0621999.... No que segue, estaremos sempre descartando representacoes

decimais terminadas em 9’s.

Definicao 4.1

1. Chamaremos decimal geral nao-nulo qualquer expressao da forma
Fageaiasas. . .,
onde ay € NU {0},
aj,as,as, -+ € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

e para algum k € NU{0} tem-se a; > 0. Em geral escreve-se ageajasas . . .
em vez de +ageaiaszas . .., e estes sao chamados positivos ao passo que

os decimais da forma —ageajasas ... sao chamados negativos.
2. O decimal nulo é definido por 0«000. ...

3. Decimais gerais nao-nulos da forma tageaias ...ar999..., onde a, =9
sen >k, ap # 9, ou £ape9999... serao por nés chamados redun-
dantes e identificados com os decimais que lhes sao equivalentes, isto €,
+ageaas ... (ar +1)000... e £(ag+ 1)e000. .., respectivamente.
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4. Um decimal é um decimal geral positivo, negativo ou nulo que nao é

redundante.

5. Um decimal periodico ¢ um decimal que apresenta um bloco de m al-
garismos (periodo), com m € N, repetindo-se indefinidamente a partir
da (k+ 1)-ésima casa decimal, para um certo k € N, isto é, a,, = ap1m,

para todo natural n > k. Em particular, o decimal nulo é peridodico.

Quando a representacao decimal periddica termina em 0’s é usual omitir
os zeros que se repetem indefinidamente. A seguir, damos uma defini¢ao

informal para os ntmeros reais.

Definicao 4.2 (Informal)

Um numero real ¢ um objeto que é representado por um decimal. O conjunto
de todos os numeros reais é denotado por R. O nimero real é positivo se
é representado por um decimal positivo, negativo se é representado por um

decimal negativo e nulo ou zero se é representado pelo decimal nulo.

A todo p € Z, associamos o decimal p* = pe000... que continuara
sendo denotado, simplesmente, por p. Em particular, 0 := 0¢000... e 1 :=
1.000....

Dado =z € R, se x = 4ageajasas..., denotamos por —x o numero
real —x = —ageaqasas..., S r = —agedidoaz... entao pomos —xr =
Qpe A1G2a3 . ... Temos também a identidade —0e000:-- = 0s000--- = 0.

Dizemos que a definicao anterior é informal porque ela apresenta R
apenas como um conjunto cujos elementos podem ser representados de uma
forma determinada, e ndao como uma estrutura algébrica com propriedades
que possam caracteriza-lo sem que precisemos saber exatamente que forma

tém seus elementos.

Em particular, ela nao fornece nenhuma indicagao do que venha a ser
a adi¢do x + y, a subtracdo x — y, o produto x -y e a divisao z/y (quando
y # 0) de dois nimeros reais = e y quaisquer. Vamos definir essas operagoes

de modo geral e dar uma caracterizacao estrutural para R em breve.

Por enquanto, vamos definir as referidas operacgoes apenas em alguns
casos bastante particulares, que nos serao uteis na discussao que faremos logo

a seguir.

Definicao 4.3
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(a) Se x e y sdo decimais periddicos representando nimeros racionais r =
ple,y="0/4,p1,40,4 €Z,q#0,¢ #0,entao v +y, r—y, x-yex/y
(quando y # 0) s@o definidos como sendo os decimais obtidos por meio
do algoritmo da divisao para as divisoes (pq’'+qp’)+qq’, (pqd' —qp’)+qq/,
pp’ +qq' e pq’ =+ qp’, respectivamente.

(b) A multiplicagao de um ntimero real positivo  por uma poténcia posi-
tiva de 10 qualquer, 10¥ - z, k € N, é o ntimero real cuja representacao
decimal é obtida simplesmente deslocando-se para a direita, k casas
decimais, o ponto decimal da representacao de x. Além disso, se x
é um numero real negativo com x = —y, onde y é um nimero real

positivo, entdao 10* -z := —10* - y.

(c) Sex ey sao dois reais positivos cujas representagoes decimais coincidem

[

a direita de “e”, isto é,

T = QpeQ10Goas . . .

Yy = booblbgbg ceey

entao,
x—y=ag— by.

Em particular, z — z = 0.

O resultado a seguir fornece uma caracterizagao precisa para a repre-

sentacao decimal dos niimeros racionais.

Teorema 4.1

Um nimero real é racional se, e somente se, é um decimal periédico.

Prova: A prova de que todo racional é um decimal periddico ja foi dada
no inicio desta aula. Reciprocamente, mostraremos que se um decimal é
periddico, entao ele representa um nimero racional. A ideia da prova fica
mais clara por meio de um exemplo. Suponhamos que z = 5¢42323...23....
Multiplicamos x por uma poténcia de 10 para mover o ponto decimal até o
primeiro bloco que se repete periodicamente: para o nosso exemplo, obtemos
10x = 540232323.... Observe que estamos usando (b) da Definicao 4.3.
Em seguida, multiplicamos x por uma poténcia de 10 para mover um bloco
periodico para a esquerda do ponto decimal: no nosso exemplo obtemos
1000z = 542362323 . ... Finalmente, subtraimos o tltimo niimero do primeiro,
usando o item (c) da Defini¢ao 4.3, para obter um inteiro: no caso do nosso
exemplo, 1000z — 10z = 5369. Segue dai que x = 5369/990, um nimero

racional. O
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Definicao 4.4

1. Dizemos que z € R é um decimal nao-periodico se x nao é um decimal

periddico.
2. O conjunto R\ Q é chamado conjunto dos nimeros irracionais.

O Teorema 4.1 pode ser reescrito da seguinte forma.

Teorema 4.2

Um numero real x ¢ irracional se, e somente se, ¢ um decimal nao-periodico.

Agora vem a pergunta que nao quer calar: Por que precisamos dos irra-
cionais? Por que nao nos contentamos com o0s racionais? Por que introduzir
decimais nao-periodicos?

Os exemplos a seguir servem como primeiras indicagoes de que os

racionais sdo insuficientes para os propésitos da Anédlise Matematica.

Exemplo 4.1
Vamos mostrar que a equacao
=2 (4.1)

nao ¢ satisfeita por nenhum nimero racional x.

Se existisse um tal racional x, poderiamos escrever x = p/q com p e ¢
inteiros primos entre si. Em particular, p e ¢ nao sao ambos pares. Entao,
de (4.1) obtemos

P’ =24 (4.2)

Isso mostra que p? é par. Portanto, p é par, pois, se p fosse fmpar, p?
seria fmpar (por qué?). Assim, p = 2m, para algum inteiro m, e, portanto,
p? = 4m?. Segue de (4.2) que ¢* = 2m?. Logo, ¢* é par e, por conseguinte, ¢
é par, o que nos da uma contradicao! Portanto, é impossivel um racional z
satisfazer (4.1).

Exemplo 4.2
Seja A o conjunto de todos os racionais positivos r tais que r? < 2 e seja B
o conjunto de todos os racionais positivos r tais que 72 > 2. Vamos mostrar

que A nao contém um maior elemento e B nao contém um menor elemento.

Mais explicitamente, para todo r € A vamos mostrar que é possivel
encontrar um s € A tal que r < s; e, para todo r € B, vamos mostrar que é

possivel encontrar um s € B tal que s < r.
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Para isso, associamos a cada racional r > 0 o nimero (racional)

r2—272r+2

= — = . 4.
ST r+2 r—+2 ( 3)
Entao o2 9
2 —2= 2(r’-2) (4.4)
(r+2)2

Ser € A, entao 72 —2 < 0, (4.3) mostra que s > r e (4.4) mostra que s* < 2,
logo, s € A.

Se r € B, entao r* — 2 > 0, (4.3) mostra que 0 < s < r e (4.4) mostra
que s > 2, logo, s € B.

Os exemplos acima mostram que o sistema dos nimeros racionais tem
“falhas”, “buracos”. Os numeros irracionais sao introduzidos para preencher
essas “falhas”, tapar esses “buracos”. Essa é a razao principal do papel

fundamental dos nimeros reais na Anélise.

Apesar dos buracos, o sistema dos racionais apresenta uma propriedade
notavel, que é a de ser denso. Usamos esse termo para expressar que entre
dois racionais existe sempre um outro racional. De fato, se r < s, entao
r<(r+s)/2<s.

Ainda nao nos é possivel afirmar que existe um nimero real satisfazendo
a equagao (4.1), dentre outras razoes, porque ainda nao definimos o que é
o quadrado de um ntmero real qualquer. No entanto, estamos bastante

préximos de poder fazé-lo.

A relacao de ordem dos niimeros reais

Definigao 4.5
Seja A um conjunto. Uma ordem em A é uma relagao, denotada por <, com

as duas seguintes propriedades:

1. (Tricotomia) Se x € A e y € A, entdo uma, e somente uma, das

alternativas abaixo é verdadeira:

r <y, T =1, y < .

2. (Transitividade) Se z,y,z € A,se x <y ey < z, entdo = < z.

A expressao “xr < y” pode ser lida como “xr é menor que y” ou “x

precede y”. Frequentemente é conveniente escrever y > x em vez de z < y.
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A notagao x < y significa © < y ou x = y. Em outras palavras, x < y é a

negagao de r > y.

Definicao 4.6

Um conjunto ordenado é um conjunto A no qual estd definida uma ordem.

Definicao 4.7

Dados niimeros reais positivos x = ageaiasas ... € y = boebibobs . . ., dizemos
que x € menor que y e escrevemos r < y se ag < by ou existe k € N tal que
a; = bj, para j = 0,...,k =1, e a; < b,. Se x € R é negativo ou igual a
0 ey € R é positivo entao, por definicao, x < y. Se x,y € R e ambos sao

negativos, entao diremos, por definicao, que x < y se —y < —ux.

Teorema 4.3
Com a relacao < entre numeros reais, dada pela Definicao 4.7, R é um

conjunto ordenado.

Prova: Claramente, a relacao < dada pela Definicao 4.7 satisfaz as duas
condigoes da Defini¢ao 4.5. Logo, pela Definicao 4.6, R é um conjunto orde-
nado. U

Cabe aqui perguntar se, de fato, coincidem, sobre os niimeros racionais,
a ordem induzida pela defini¢ao anterior, quando identificamos os racionais
com suas representacoes decimais periddicas, e a ordem usual dos racionais,
vistos como fragoes de inteiros. Lembremos que esta tltima ¢ definida como
segue. Sejam z,y € Q, representados como fragdo na forma x = p/q, y =

/¢, comp,p €Zeq,q €N. Entdo x < y se, e somente se, pq’ < qp'.

A seguir, enunciamos um resultado que estabelece essa coincidéncia.
Omitiremos sua demonstracao por ser um pouco extensa, embora simples.

Se voce tiver curiosidade podera vé-la na secao Prossiga ao final desta aula.

Teorema 4.4
A relacao x < y dada pela Definigao 4.7 para os nimeros reais coincide com

a relacao de ordem usual dos niimeros racionais se x,y € Q.

O resultado a seguir mostra que R, com a ordem dada pela Definicao 4.7,
também possui a propriedade de ser denso, apresentada pelos racionais, como

vimos anteriormente.

Teorema 4.5 (Teorema da Densidade)
Dados dois niimeros reais a, b, com a < b, existe £ € R satisfazendo a < £ < b.

Mais ainda, podemos tomar £ em Q ou em R\ @Q conforme nossa vontade.
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Prova: Bastara analisar o caso em que x e y sao positivos. Suponhamos
4 = Gpea1a20a3 ... € b = bgebibobs... . Como a < b, ou ay < by, ou existe
k € N tal que a; = b;, 7 = 0,1,...,k — 1, e a < b,. Por concretude,
suponhamos que aconteca o segundo caso, isto ¢, existe k € N tal que a; = b;
7 =0,1,...,k—1, e ap < bg; o primeiro caso pode ser tratado do mesmo

modo. Obtemos um racional &, com a < & < b, fazendo
6 = QpeA1a2 ...Qk .. .am_l(am + 1)000 cey

onde m > k ¢ tal que a,, < 9, o qual sabemos existir, pois a nao é decimal

redundante.

Para obter um irracional ¢ satisfazendo a < & < b, tomamos para £ o

decimal nao-periédico
& =ageaiay...ak...am,_1(ay,+1)01_00 1000,100001000001...,
onde, como antes, m > k é tal que a,, < 9. 0

Usamos as seguintes notagoes que definem os diversos tipos de intervalos
de R:

(a,b) = {x€R :a<az<b},

[a,b] == {z€R:a<z<b},

(a,b) = {x€R:a<z<b},

[a,0) = {ze€R:a<z<b}
(—o0,b) = {zeR: x<b},
(—o0,b] = {zeR: xz<b},
(a,4+00) = {ze€R:z>a},
la,+00) = {zeR:z>a},

(—o0,+00) = R.

Chamamos atengao para o fato de que —oco e +00 sdo apenas simbolos con-
venientes, que se leem “menos infinito” e “mais infinito”; nao representam,

em hipdtese alguma, nimeros reais.

Na lista de tipos de intervalos de R que acabamos de dar, os quatro
primeiros sao ditos limitados, ao passo que os cinco ultimos sao ditos ilimi-
tados. O primeiro, o quinto e o sétimo intervalos sao ditos abertos, ao passo

que o segundo, o sexto e o oitavo sao ditos fechados.
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A Nao-Enumerabilidade dos Reais

A seguir, vamos dar uma prova da nao-enumerabilidade de R devida a

Cantor. Mais uma vez, assistiremos a um brilhante ataque pela diagonal!

Teorema 4.6

O intervalo unitario aberto (0,1) := {z € R : 0 < x < 1} néo ¢ enumeravel.
Prova: A prova é por contradi¢ao. Se x € (0, 1) entao
r = Ooa1a2a3 e

Suponhamos que exista uma enumeragao i, T2, T3, ... de todos os nimeros

em (0,1), a qual disporemos na forma:

T = 00@11@12@13 Qe ey
T = Ooaglaggagg e Qop ...y

T3 = 00@31&32@33 ... agp ...,

Ty, = 0epy1G,90,3 ... Ay, - - -

Agora definimos um nimero real y := Qeb1byb3...b, ..., pondo by := 2, se

aj1 > H,e by =17, se ap; < 4; em geral, definimos

2 se Gy, > 9,

7 se ap, < 4.

b, =

Entao, y € (0,1). Como y e z, diferem na n-ésima casa decimal, entao,
Yy # T,, para todo n € N. Portanto, y nao estd incluido na enumeragao de

(0,1), o que nos da a contradi¢ao desejada. O

Supremos e Infimos

Definicao 4.8

Seja C' um conjunto ordenado e B C C'. Se existe y € C tal que x < y para
todo x € B, entao dizemos que B é limitado superiormente e chamamos ¥y
uma cota superior de B. Se existe z € C tal que z < x para todo x € B, entao

dizemos que B é limitado inferiormente e chamamos z uma cota inferior de
B.
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A seguir uma definicao de importancia fundamental para tudo que se

seguird no curso de Analise Real.

Definicao 4.9
Suponhamos que C' seja um conjunto ordenado, B C C' e B ¢é limitado supe-

riormente. Suponhamos que exista um a € C' com as seguintes propriedades:
(i) a é uma cota superior de B.
(ii) Se y < «, entdo y ndo é uma cota superior de B.
Entao, a é chamado supremo de B.

Existe, no maximo, um supremo. De fato, se a e (3 sao dois supremos de
B, devemos ter, por (ii), 5 > «, ja que [ é cota superior, por (i), e, de novo

por (i), a > 3, j4 que « é cota superior, por (i). Logo, a = . Escrevemos
a = sup B.

A definicao a seguir é o andlogo da definicao anterior no caso das cotas
inferiores.

Definigao 4.10

Suponhamos que C' seja um conjunto ordenado, B C C' e B é limitado inferi-

ormente. Suponhamos que exista um a € C' com as seguintes propriedades:
(i) a é uma cota inferior de B.
(ii) Se y > « entdo y nao é uma cota inferior de B.
Entao, o é chamado infimo de B.

Da mesma forma que para o supremo, existe, no maximo, um infimo.
Escrevemos
a = inf B.

Exemplos 4.1

(a) Consideremos os conjuntos A e B do Exemplo 4.2 como subconjuntos
do conjunto ordenado Q. O conjunto A é limitado superiormente. De
fato, as cotas superiores de A sdo exatamente os elementos de B. Como
B nao contém nenhum menor elemento, A nao possui supremo em
Q. Analogamente, B é limitado inferiormente. O conjunto das cotas
inferiores de B consiste de A e todos os 7 € Q com r < 0. Como A nao

possui um maior elemento, B nao possui infimo em Q.
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(b) Se @ = sup B existe, entdo « pode ou nao ser membro de B. Por
exemplo, seja By o conjunto de todos os r € Q com r < 0, e By o

conjunto de todos r € Q com r < 0. Entao,
sup By = sup By = 0,
e0¢ By, mas 0 € Bs.

(¢) Seja B C Q o conjunto dos nimeros da forma 1/n,onden =1, 2, 3,....
Entao sup B = 1, o qual pertence a B, e inf B = 0, que nao pertence a
B.

Definicao 4.11
Dizemos que um conjunto ordenado C' tem a propriedade do supremo se para
todo conjunto B C C tal que B nao é vazio e B é limitado superiormente,

entao existe o sup B em C.

O Exemplo 4.1(a) mostra que Q nédo tem a propriedade do supremo.

O resultado a seguir mostra que nao ¢é necesséario definir o que venha
a ser um conjunto ordenado C' ter a “propriedade do infimo”, em analogia
a propriedade do supremo. Ele mostra, em suma, que a propriedade do

supremo implica a “propriedade do infimo”.

Teorema 4.7

Suponhamos que C'seja um conjunto ordenado com a propriedade do supremo.

Seja B C (' tal que B nao é vazio e B ¢é limitado inferiormente. Seja A o

conjunto de todas as cotas inferiores de B. Entao,
a=supA
existe em C' e a = inf B. Em particular, inf B existe em C.

Prova: Como B ¢ limitado inferiormente, A nao é vazio. Como A consiste
exatamente daqueles y € C' que satisfazem y < x para todo x € B, vemos que
todo z € B é uma cota superior de A. Assim, A é limitado superiormente.
Como, por hipétese, C' tem a propriedade do supremo, temos que sup A existe

em C. Seja a = sup A. Vamos mostrar que o = inf B.

Se v < «, entao, pela Definicao 4.9, v nao é uma cota superior de A e,
portanto, v ¢ B. Segue que o < x para todo z € B. Logo, a € A. Se a < [3,
entdo 5 ¢ A, ji que o é uma cota superior de A. Em outras palavras, a é
uma cota inferior de B e, se > «, entao (§ nao é cota inferior de B. Isso

significa que o = inf B, como queriamos mostrar. [l
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O fato de um conjunto ordenado C ter a propriedade do supremo

também pode ser expresso dizendo-se que C' é completo.

Exercicios 4.1

1. Mostre que se ag, by, € {0,1,...,9} e se
ay  ap by by b,
-, 72 o, 2 £ ),
10+1O2+ +10" 10+102+ +1Om7é
entaon =mea, = b, parak=1,...,n.
13

2. Ache a representacao decimal de —

3. Expresse 2 ze 19

ﬁ.

como decimais periodicos.

4. Que racionais sao representados pelos decimais periddicos

1625137137 . ..

137... e 35e¢14653653. ..

653...7

5. Mostre que se F' C Q é finito, entao sup F' = max F', inf I = min F,

onde max F' e min F’ sdo, respectivamente, o maior elemento (maximo)

e o menor elemento (minimo) de F.

6. Para cada um dos intervalos abaixo, diga quais sao limitados superior-

mente, quais sao limitados inferiormente e diga em cada caso, justifi-

cando, se existem em R e, caso existam, quem sdo o supremo e/ou o

infimo:

7. Prove que a equacdo z?

subconjuntos de Q,

A={zeQ:

(a,b) :={r €eR:a<z<b},
[a,b] :={x eR : a<x <D},
(a,b) :={r €eR :a<z<b},
[a,0) :={z €R : a <z <b},
(—o0,b) :={z e R : z < b},
(—o0,b] :={z € R : z < b},
(a,4+0) :={r eR : =z >a},
la,+00) :={xr € R : x> a}.

= 3 nao possui solucao racional.

r? < 3} B:={reQ:

r? > 3},

Defina os
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e mostre que A é limitado superiormente, mas nao possui supremo em

Q, ao passo que B ¢ limitado inferiormente, mas nao possui infimo em

Q.

Prossiga: A ordem usual dos racionais e a ordem dos

decimais

Prova do Teorema 4.4 Inicialmente, vamos provar quese z,y € Qe x < vy,
de acordo com a Definicao 4.7, entao x < y no sentido usual para ntimeros
racionais: se x =p/qey=p' /¢, comp,p € Z e q,q €N, entdo x < y se, e
somente se, pqg’ < qp’.

Vamos ilustrar essa afirmacao com um exemplo. De acordo com a

Definigao 4.7, temos
= 5e42323...23 - <y :=5ed234234...234 . ...

Vamos proceder como na demonstracao do Teorema 4.1, porém, desta feita,
como temos dois decimais peridédicos com periodos distintos (2 e 3, respecti-
vamente), vamos multiplicar ambos por 107 — 10 = 9999990 (note que 6 é o
minimo miltiplo comum de 2 e 3). Obtemos, desse modo, os seus multiplos
inteiros 9999990z = 54232323 — 54 e 9999990y = 54234234 — 54. Assim,

temos

54232323 — 54 54234234 — 54
= e =
9999990 Y 9999990
Fica, entao, evidente que, de fato, x < y, como queriamos mostrar.

O argumento que acabamos de dar, para demonstrar nesse exemplo
particular que a nocao de ordem dada pela Definicao 4.7 implica a nocao
de ordem usual, pode ser perfeitamente adaptado para demonstrar que, se
x,y € Q ez <y, de acordo com a Definicao 4.7, entao = < y no sentido

usual da ordem entre os nimeros racionais descrito anteriormente.

Reciprocamente, se x,y € Q, x = p/q, y = p'/d, p,p' € Z, q,¢' € N,
e r < y no sentido que pg’ < qp, entdo vale também = < y no sentido
da Definicao 4.7. Para simplicar, vamos considerar apenas o caso em que

0 < x < y no qual podemos supor p,q,p’,q € N.

Observemos que a representacao decimal de x fornecida pelo algoritmo
da divisao p+ ¢ é a mesma fornecida pela divisao pq’ +qq’. Da mesma forma,
a representacao decimal de y fornecida pelo algoritmo da divisao p’ + ¢ é a

mesma, fornecida pela divisdo p’q + q¢’. Observe também que, no caso das
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divisoes pq¢’ +qq’ e p'q +qq’, os divisores sao iguais, ao passo que o dividendo
da primeiro é menor que o dividendo da segunda.
Portanto, o primeiro quociente obtido pelo algoritmo da divisao para
pq =+ qq’ serd no maximo igual ao primeiro quociente obtido para p'q + q¢’.
Se ele for de fato menor na primeira divisao que na segunda, entao

teremos = < y de acordo com a Definicao 4.7.

Se for igual, o resto da primeira divisao terd sido menor do que o resto
da segunda divisao e, portanto, o segundo quociente da divisao pq’ + qq’ sera
no maximo igual ao segundo quociente da divisao p'q =+ qq’.

Se ele for menor na primeira divisao que na segunda, entao teremos

x < y de acordo com a Definigao 4.7.

Se for igual, o resto da primeira divisao terd sido menor do que o resto
da segunda divisao e, portanto, o terceiro quociente da divisao pq’ + qq’ sera

no maximo igual ao terceiro quociente da divisao p'q + qq etc.

Continuando esse processo, em no maximo ¢q’ passos teremos chegado
a um ponto em que o quociente obtido na divisao pq’ + q¢’ terd sido menor
que o quociente correspondente na divisao p'q + ¢¢’, a0 mesmo tempo em
que todos os quocientes anteriores terao sido iguais para ambas as divisoes.

Poderemos, entao, de qualquer modo, concluir que x < y, de acordo com a
Definigao 4.7. O
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Aula 5 — Os Numeros Reais 11

Metas da aula: Enunciar o fundamental Teorema do Supremo para os
niumeros reais. Definir as operagoes de adicao, subtragao, produto e divisao
no conjunto R dos niimeros reais. Mostrar que R com essas operacoes satisfaz
as propriedades de um corpo ordenado. Estabelecer a caracterizacao dos
reais como um corpo ordenado completo. Fazer uma breve discussao sobre a

propriedade dos intervalos encaixados.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o enunciado do Teorema do Supremo e seu uso na demonstracao

de proposigoes simples sobre os niimeros reais.

e Em particular, saber demonstrar as propriedades elementares das operacoes

com 0s NUmMeros reais.

e Saber o significado e o uso da propriedade dos intervalos encaixados.

Introducao

Nesta aula vamos tornar mais rigorosa nossa discussao sobre os nimeros
reais iniciada na aula passada. O ponto de partida fundamental para tal
construcao é o Teorema do Supremo. Ele nos permitira definir de maneira
rigorosa as operagoes entre os niimeros reais e também demonstrar suas pro-
priedades. A partir dai, torna-se possivel uma caracterizacao do conjunto
dos nimeros reais que dispensa qualquer referéncia a uma forma especifica

dos seus elementos.

O Teorema do Supremo e as Operacoes nos Reais

Comegaremos nossa aula enunciando um resultado que estabelece uma
propriedade fundamental de R, exatamente aquela que dé a R uma estrutura
superior a dos ntimeros racionais e que possibilita todo o desenvolvimento
posterior da Anélise Real.

H& dois métodos classicos consagrados de demonstrar esse resultado,
ambos exigindo uma grande dose de abstracao. Um deles, que é através
da introducao dos chamados cortes, é devido a R. DEDEKIND (1831-1916),

motivo pelo qual o processo ficou conhecido como “cortes de Dedekind”. O
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outro, que é através de classes de equivaléncia de seqiiéncias de Cauchy, con-
ceito este que sera estudado em aulas futuras, é devido a Cantor, nome que
ja encontramos diversas vezes nas aulas anteriores. Deixaremos sua demon-
stragao para a secao Prossiga ao fim desta aula, onde faremos uma exposicao

resumida do processo devido a Dedekind.

Vejamos agora o enunciado do importantissimo Teorema do Supremo.
Teorema 5.1 (Teorema do Supremo)
O conjunto ordenado R tem a propriedade do supremo.
De posse do Teorema do Supremo, agora nos é possivel definir as
operacoes de adi¢ao, subtracao, produto e divisao nos reais.
Definicao 5.1
Dados a,b € R, sejam
A= (-00,a)NQ={2€Q: z<al
B :=(—00,b)NQ={x€Q : z <b}.
Ponhamos
A+B:={z€Q:z=r+s, re A, sc B}.

Definimos
a+b:=sup(A+ B). (5.1)

Para a,b € (0, +00), sejam

AL =0,0)NQ={r€Q:0<x<a}l,
B :=0,0)NQ={x€Q:0<x<b}.

Ponhamos
Ay By ={xe€Q:az=rs, rec Ay, s€ B},
1JA, ={x€cQ:axz=1/r, re A}
Definimos
a-b:=sup(A; - By) (5.2)
1/a:=inf1/A, (5.3)
Para a,b € R, definimos
a—b:=a+(-b), (5.4)
0O-a=a-0:=0, (5.5)
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e, para a,b € (0,+00),

a-(=b)=(—a) -b:=—(a-b), 5.6
(—a)-(=b) :=a-b, 5.7
1/(~a) = —(1/a). (5:8)
Se b # 0, definimos
a/b:=a-(1/b). (5.9)

Na definicao anterior, observe que os conjuntos A+ B e A, - B, sao nao-
vazios e limitados superiormente, portanto, pelo Teorema 5.1, os supremos
nas definicoes de a + b e a - b existem. Observe também que o conjunto
1/Ay ={x € Q : z=1/r, r € Ay} nao é limitado superiormente, mas
é limitado inferiormente (por qué?); a existéncia do infimo é garantida pelo

Teorema 5.1.

Os quatro resultados seguintes se destinam, em particular, a mostrar

que a Definigao 5.1 é coerente com (a), (b), (c) e (d) da Defini¢ao 4.3.

Teorema 5.2
As operacoes de adicao e multiplicacao em R, dadas pela Definicao 5.1, co-
incidem com as operacoes correspondentes em Q quando a,b € Q. Isso

confirma (a) da Defini¢ao 4.3.

Prova: A afirmacao segue imediatamente da densidade de QQ e das definigoes
para a+b e a-b na Defini¢ao 5.1, ja que, nesse caso, A+ B = (—o0,a+b)NQ
e A, - By = (—00,ab) NQ, como é facil constatar. O

Teorema 5.3

Ser e Qe B CQ, Bnao-vazio e limitado superiormente, entao
r+sup B = (sup B) +r = sup(B + 7). (5.10)

Prova: Observe inicialmente que tanto r +sup B como (sup B) +r s@o cotas
superiores de B + r. Além disso, se [ < r + sup B, entao existe s € QQ com
[ < s <r+sup B, pela densidade de Q. Como, s — r < sup B existe t € B
tal que s —r < t. Logo, B <s<r+ter+ter+ B, donde 3 nao é cota
superior de r + B, se § < r+sup B. Da mesma forma,  nao é cota superior
de r+ B se < (sup B) + r. Concluimos que vale (5.10). O

Teorema 5.4
SereQ,r>0, BCQnN(0,+00), B nao é vazio e é limitado superiormente,
entao

r-sup B = (sup B) - r = sup(r - B), (5.11)
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onde

r-B:={xe€Q: x=rs, paraalgum s € B}.

Decorre dai, em particular, a confirmacao de (b) da Definigao 4.3.

Prova: A primeira igualdade em (5.11) decorre da prépria Defini¢ao 5.1, ja
que se A, == (0,7)NQ e By := (0,sup B) N Q, entdo, claramente,

A+'B+:B+'A+:{$€Q:$:TS, TGA_;H SEB+},

e r-sup B =sup(A, - By) ao passo que (sup B) -7 = sup(By - A,).

Provemos a segunda igualdade em (5.11). Primeiro, notemos que 7 -
sup B é cota superior de r- B. De fato, se x € r- B, entao x = rs para algum
s € B. Como B C B+ er= sup/L, segue que x < r - sup B.

Facamos o := r - sup B. Dado qualquer § < « com [ > 0, temos
que existe £ € Q com < £ < a. Mas entdo existe & € A, - B, tal que
¢ < ¢ < a. Em particular, ¢ =1's’ onde ' < r e s <sup B. Logo, £ < rs,
para algum s € B. Como < & < rs, com rs € r - B, segue que (§ nao é

cota superior de r - B. Portanto, a = sup(r - B), o que prova (5.11).

Se r = 10* para algum k € N e B = (0,2) N Q para um dado nimero

real © > 0, a relacao (5.11) nos da
10% -z = sup(10* - B).

Seja © = ageajasas.... Se r € B, entao existe m € N, com m > k, tal que

r < ageias . . .Gy, < . Logo, 10Fr € 10F - B e
10kT’ < apay...0pe0k41 .-Gy < QA7 ... Qe QK41 - - - Qi1 - - -,

onde aga; . .. aj representa o inteiro N = ag - 10¥ +a; - 10F~1 +- - - 4+ ay,. Logo,
AoQ1 - . . Qe Apy1Ghps - .. 6 uma cota superior de 10* - B.

Por outro lado, é facil ver que se § < «a := apay...axeA11Ak42 - .,
entdo B < ag@y ...ape Qg4 - .. Gy = 10Fageajas ... a,, para algum m € N.
Como 10%ageaiasy . .. am € 10F - B, entdao 3 nao é cota superior de 10% - B.
Logo, a = sup(10* - B) = 10¥ - 2, o que confirma (b) da Definicao 4.3. O

Teorema 5.5

A Definigao 5.1 também é coerente com (d) da Defini¢ao 4.3.

Prova: Suponhamos a e b ambos positivos com representacoes decimais co-

[T

incidindo a direita de “e”,

a = GpeQyiGoas. .., b:booalagag....
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Para fixar ideias, suponhamos ag > by. Devemos provar que a — b = ag — bg.
Seja A = (—00,a)NQ, B=(b,+00)NQe A—B=A+ (—B), isto é,

A-B={ze€eQ: :ax=r+s,r<a, s<-—b}.

Temos
a—b=a+ (—b) =sup(A — B).

Consideremos as sucessoes de elementos de Q, r; <ro < --- <1, <---<a

eS8 < 8§ <---<8, << —b, dadas por

1 = Qpeay, S1 = —boo (CLl + 1),
T9 = Gpe @102, S9 = —booCLl(aQ + 1),
T3 i= Qge A10203, Sg := —bgeayas(az + 1),
T i= GgeA1QAs . . . Ay, Sp = —bgeayas ... (a, + 1)
)
onde, nas representacoes para s,, n = 1,2, 3, ..., adotamos a convencao que,

quando a; = 9, a representagao decimal de s, terminando com a;+1 deve ser
substituida pela representacao decimal correta. Esta tltima, como sabemos,
¢é obtida pela regra que manda por 0 na k-ésima casa decimal e somar 1 a
casa decimal imediatamente anterior, procedendo dessa forma até a primeira
casa decimal anterior a k-ésima cujo algarismo correspondente seja menor
que 9 ou, se nao existir tal casa, concluir o processo substituindo —by por
—(bo + 1).

Dado r € A qualquer, é possivel encontrar n; € N tal que r < r, < a
para todo n > ny (por qué?). Da mesma forma, dado qualquer s € —B, é
possivel encontrar ny € N tal que s < s, < —b para todo n > ny. Assim,
dado qualquer x € A — B, x =r+ s, comr € A, s € —B, e, portanto, se
ng = max{ny,ny}, entdo r < r, + s, < a — b para todo n > ngy. Assim,
a—b=sup(R+S), onde R+ S := {ry + s1,r2 + S2,73 + 83,... }. Agora,

verificamos facilmente que
Tn+ Sp = (ao—bo— 1)09999000,

onde todas as casas decimais a direita do ponto decimal, até a n-ésima, sao

iguais a 9 e todas as seguintes sao iguais a 0. Dal segue que

a—b:ao—bo.

CEDERJ
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De fato, ag — by € uma cota superior de R + 5. Além disso, se y < ag — b,
entao, pela densidade de Q, existe ¢ € Q com y < q¢ < ag — by, e, usando a
representacao decimal de ¢, deduzimos facilmente que existe ng € N tal que
q < ry,+ s, para todo n > ng. Logo, se y < ag — by, y nao é cota superior de
R+ S, e, portanto,

ag — by =sup(R+95) =a—b,

como queriamos mostrar. 0

Antes de passarmos a verificacao das propriedades das operagoes de
adicao e multiplicacao em R, introduzidas na Defini¢ao 5.1, vamos enunciar
um resultado que estabelece um fato conhecido como Propriedade Arquime-

diana de R, cuja demonstragao decorre diretamente do Teorema 5.4.

Teorema 5.6 (Propriedade Arquimediana)
Sex e€R, yeR,ex >0, entao existe n € N tal que

nr > y.
Prova: Claramente, podemos supor y > 0. Seja y = bgebibobs... e x =
ageaiasas . ... Como, pelo Teorema 5.4, 10*x = agaias . .. age Gpr1apss . .

basta tomar n = 10*, com k grande o suficiente, de modo que agaias . . . aj

OV :

bo + 1 >y, o que sempre é possivel.

Propriedades Algébricas e Caracterizagcao dos Reais
O resultado seguinte estabelece as propriedades fundamentais das operagoes
de adicao e multiplicacao em R, definidas anteriormente.

Teorema 5.7
As operagoes de adigao + : R X R — R e multiplicacao - : R x R :— R,

definidas conforme a Definicao 5.1, satisfazem as seguintes propriedades:

(A) Propriedades da Adicao

(Al) SeaeRebeR, entao a+beR.
(A2) Comutatividade da adigado: a + b = b+ a para todos a,b € R.

(A3) Associatividade da adigao: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) para todos
a,b,ceR.

CEDERJ
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(A4) R contém um elemento 0 tal que 0 + a = a para todo a € R.

(A5) Para todo a € R existe um elemento —a € R tal que a+(—a) = 0.
(M) Propriedades da Multiplicagao

(M1) Sea € RebeR,entao o produto a-b € R.
(M2) Comutatividade da multiplica¢do: a-b = b-a para todos a,b € R.
(M3) Associatividade da multiplicagao: (a-b)-c = a- (a-c) para todos
a,b,ceR.
(M4) R contém um elemento 1 # 0 tal que 1-a = a para todo a € R.
(M5) Para todo a € R, com a # 0, existe um elemento 1/a € R tal que
a-(1/a)=1.
(D) A Lei Distributiva
a-(b+c)=a-b+a-c

para todos a, b, c € R.

Um conjunto C' dotado de operacoes + e - satisfazendo (A), (M) e (D) é

uma estrutura algébrica chamada corpo. Em particular, R é um corpo.

Prova: As propriedades (Al) e (M1) seguem imediatamente do Teorema
do Supremo. Vamos provar (A3) e (M3); as demais serao deixadas como
exercicio.

(A3) Devemos mostrar que a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ para todos a, b, c € R.
Consideremos os conjuntos A e B dados na Definicao 5.1 e definimos C' =

(—00, ) N Q. Vamos mostrar que
(a+0b)+c=sup(A+ B+ C)=a+ (b+c) para todos a,b,c € R. (5.12)

Observe que os conjuntos A, B e C' sao subconjuntos de Q e, como a adigao
em Q ¢ associativa, podemos escrever (A+B)+C = A+(B+C) = A+B+C.

Mostremos, entao, a primeira igualdade em (5.12). Temos de provar que
sup(sup(A + B) + C) =sup(A+ B+ C).

Denotemos « := sup(sup(A + B) + C). Para todo x € A + B + C, temos
r=r+s+t,comr e A s€ BeteC. Em particular, v = (r +s) +t <
sup(A + B) +t < «a; portanto, o é uma cota superior de A+ B + C.

MODULO 1 -

AULA 5
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Suponhamos que f € R e § < a. Vamos mostrar que (3 nao é cota
superior de A + B + C'. Com efeito, pelo Teorema 4.5, existe um p € Q
satisfazendo f < p < . Como a = sup(sup(A+ B)+ (), pelas propriedades
do supremo, existe um ¢ € C tal que p < sup(A+B)+t = sup(A+B+t), onde
usamos o Teorema 5.3 na tltima igualdade. Pelas propriedades do supremo,
existemr € A, s€ Btaisquep<r+s+t,er+s+te A+ B+ C. Como,
0 < p<r-+s-+t, concluimos que  nao é cota superior de A + B + C, se
B < sup(sup(A+ B)+C'). Portanto, fica provado que sup(sup(A+ B)+C) =
sup(A+ B+ C).

Da mesma forma, verificamos que sup(A + sup(B + C')) é cota superior
de A+ B+C e, se § <sup(A+sup(B+(C)), entdo [ nao é cota superior de
A+B+C. Segue desses fatos que vale sup(A+sup(B+C)) = sup(A+B+C),
o que conclui a prova de (5.12). Em particular, vale (A3).

(M3) O caso em que 0 € {a,b,c} é imediato. Assim, basta analisar o caso
0 ¢ {a,b,c}. Mais ainda, basta considerar o caso em que a, b e ¢ sdo positivos,

em vista de (5.6) e (5.7). Neste caso, a demonstracao ¢ totalmente andloga
A de (A3). O

Definicao 5.2

1. Um corpo ordenado é um corpo C, com relacao as operagoes + e -
nele definidas, o qual também é um conjunto ordenado, segundo uma

relacao de ordem < nele definida, tal que:

(i) sex,y,z€Cey<zentaor+y < x+ 2,

(ii)) sex,y € C, x >0 ey >0, entdo zy > 0.
Se z > 0, dizemos que x é positivo, e se x < 0, dizemos que x é negativo.

2. Um corpo C que satisfaz a propriedade do supremo ¢é dito um corpo

completo.

Teorema 5.8

R é um corpo ordenado completo.

Prova: Basta provar que as operagoes +, -, e a ordem < de R satisfazem (i)
e (ii) na Defini¢ao 5.2.

(i) Se y < z, entdo A := (—o00,y) NQ € B := (—00,2) N Q. Seja C =
(—o0,2)NQ. Claramente, temos A+C C B+C. Mais ainda, vamos mostrar

que a densidade de Q implica que existe r € B+ C' tal que » > x +y. Basta
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tomar r € Q tal que x +y < r < x+ 2. Como r < x + 2z, r nao é cota
superior de B + C' e, portanto, existem p € B e q € C tal que r < p+ q.
Logo, r—p < q<zx,donder —p € C e, entdo, r =p+ (r—p) € B+ C.
Segue dai que

r+y=sup(A+C) <sup(B+C)=uz+z.
(ii) Segue imediatamente da definicao. d

Notagao: No que segue, em vez de x - y vamos simplesmente escrever xy.

Também vamos denotar z? := zx, 2% := zzz. De modo geral, podemos

definir, por inducdo, z! = x e 2" = za™.

Uma vez estabelecida a caracterizagao de R como corpo ordenado com-
pleto, é perfeitamente possivel desenvolver toda a Analise Real sem jamais
precisar fazer qualquer referéncia a nossa definicao de ntimeros reais como
decimais; esse sera, naturalmente, nosso procedimento daqui para diante.
De fato, embora nao vamos fazé-lo aqui, é possivel provar que se C; e Cy
sao dois corpos ordenados completos quaisquer, entao eles sao isomorfos.
Com isso, queremos dizer que existe uma bijecao ¢ de C sobre Cy, tal que
oz +y) = o(x) + o(y), dlry) = ¢(x)p(y). Em particular, pode-se mostrar
sem muita dificuldade que para um tal isomorfismo vale ¢(0) = 0, ¢(1) = 1,
o(—z) = —o(x), p(1/x) = 1/d(x), se ¢ # 0, e p(x) > 0 se z > 0.

Mais ainda, decorre também dessas observagoes que todo corpo orde-
nado completo contém @Q como um subcorpo; isto é, contém um subcorpo
isomorfo a Q, que, para todos os efeitos, podemos perfeitamente considerar

como sendo o préprio Q.

Logo, o que importa nao ¢ a forma que os elementos de R tém individ-
ualmente, mas as propriedades das operagoes + e -, da relacdo de ordem <,

e o fato de que vale a propriedade do supremo!

Existéncia de V2

Mostramos, na aula passada, que a equacao z? = 2 nao possui solucao

em Q. Vamos mostrar, a seguir, que a mesma equacao possui solugao em R.

Teorema 5.9

Existe um ntimero real positivo = tal que z? = 2.

| MODULO 1 -

AULA 5
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Prova: Lembremos que [0,400) := {x € R : z > 0}. Seja A = {y €
[0,+00) : y*> < 2}. Como 1 € A, este tiltimo nio é vazio. Outrossim, A é
limitado superiormente, pois se z > 2, entdao z? > 4, de modo que z ¢ A.
Portanto, a propriedade do supremo implica que A tem um supremo em R.
Seja x := sup A. Observe que x > 1. Mostraremos que z? = 2 mostrando

que sao falsas as duas outras possibilidades: 22 < 2 e 22 > 2.

2 < 2. Mostraremos que essa hip6tese

Primeiramente, suponhamos x
nos permite achar n € N tal que x 4+ 1/n € A, contradizendo o fato de que,
sendo x = sup A, x é cota superior de A. Para saber como escolher tal n,

observemos que 1/n? < 1/n, de modo que

1 2 1 1
e+ V=2t b <+ (24 1), (5.13)
n n n n

Portanto, se pudermos escolher n, de modo que

1
~(2r+1)<2—2?% (5.14)
n
entdo teremos (r+1/n)? < 22+ (2—2?%) = 2. Por hipétese, temos 2 — 22 > 0,
de modo que (2 — 2?)/(2z + 1) > 0. Logo, a Propriedade Aquimediana nos

permite encontrar n € N tal que

1 - 2 — 2
n 2r+4+1

(5.15)

Podemos agora inverter a ordem dos passos e, comegando por (5.15), obtemos
(5.14), que utilizamos em (5.13), para concluir que (x + 1/n)? < 2, isto é,
r+1/n € A, o que nos di a contradigdo desejada. Portanto, ndo é possivel

termos x2 < 2.

Agora suponhamos 22 > 2. Vamos procurar encontrar m € N tal que
(r —1/m)? > 2, o que implica (x — 1/m)? > y? para todo y € A. Usaremos
o fato de que, se a, b sao nimeros reais positivos, e a?> < b* entdo a < b (veja
o Exercicio 13). Assim, concluimos que z — 1/m é cota superior de A e é

menor que x, contradizendo o fato de que x = sup A.

Com efeito, observemos que

2 2 2
I e 5.16
(x m) v m * m2 =" m ( )
Logo, se pudermos escolher m, de modo que
2
=2, (5.17)
m
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entao teremos (z—1/m)? > x?—(2*>—2) = 2. Agora, por hipétese, temos z? —
2 > 0, de modo que (z? —2)/2z > 0. Logo, pela Propriedade Arquimediana,

existe m € N tal que
1 z2 —2

m 2x

(5.18)

De novo, podemos inverter a ordem dos passos acima, comegando com (5.18),
obtendo (5.17) e usando este tltimo em (5.16). Logo, a hipdtese z? > 2

também nos leva a uma contradicao.

Como as possibilidades 22 > 2 e 22 < 2 estao excluidas, necessaria-

mente vale 22 = 2. O

A Propriedade dos Intervalos Encaixados

Comecamos essa secao conclusiva de nossa quinta aula com um resul-

tado simples que caracteriza os subconjuntos de R que sao intervalos.

Teorema 5.10 (Caracterizagao dos Intervalos)
Seja S um subconjunto de R que contém, ao menos, dois pontos. Entao, S

é um intervalo se, e somente se, tem a propriedade

sex,y € Sex<y,entdo [z,y] CS. (5.19)

Prova: O fato de que todo intervalo de R possui tal propriedade segue da
prépria descrigao dos 8 possiveis tipos de intervalo além do préprio R, que

descrevemos na aula passada.

Vamos provar que se S satisfaz (5.19) entao S é um intervalo. Existem
quatro casos possiveis: (i) S é limitado; (ii) S é limitado superiormente mas
nao inferiormente; (iii) S é limitado inferiormente mas nao superiormente;
(iv) S nao é limitado nem superiormente, nem inferiormente.

Caso (i): Seja a :=inf S e b :=sup S. Entao, S C [a,b] e mostraremos
que (a,b) C S. Se a < z < b, entdo z nao é uma cota inferior de S, portanto,
deve existir x € S com x < z. Também ¢é verdade que z nao é uma cota
superior de S; portanto, deve existir y € S com z < y. Conseqlientemente,
z € [x,y] e (5.19) implica z € S. Como z é abitrario, concluimos que
(a,b) C S. Agora, sea € Sebe Sentao S =labl. Sead¢d Seb¢ S, entao
S = (a,b). As outras possibilidades nos dao S = [a,b) e S = (a, b].

Caso (ii): Se b := supS. Entado, S C (—o0,b], e mostraremos que

(—00,b) C S. De fato, se z < b, entao existem z,y € S tais que z € [x,y] C S

MODULO 1 -

AULA 5
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(por qué?). Portanto, (—oo,b) C S. Se b € S, entdo S = (—o0,b]; se b ¢ S,
entdo S = (—o0,b).

Os casos (iii) e (iv) sdo semelhantes e serdo deixados como exercicio.[]

Dizemos que uma seqiiéncia de intervalos I,,, n € N, é encaizada se

]13]23"'D]n31n+13"'.

Teorema 5.11 (Propriedade dos Intervalos Encaixados)
Seja I, = [an, b,], n € N, uma seqiiéncia encaixada de intervalos fechados e

limitados. Entao, existe um ntmero £ € R tal que £ € I, para todo n € N.

Prova: Como os intervalos sao encaixados, temos I,, C I; para todo n € N,
de modo a,, < b para todo n € N. Logo, o conjunto nao vazio A := {a;, :

k € N} é limitado superiormente e, pela propriedade do supremo, existe

& = sup A. Por definicao de supremo, temos a, < £ para todo n € N.

Afirmamos que ¢ < b, para todo n € N. Vamos mostrar que, para
qualquer n € N, b,, é uma cota superior de A. Fixemos n € N. Temos dois
casos a considerar: (i) k > n; (ii) k < n. Se k > n, entdo I,, D I, e, portanto,
temos a, < by < b,. Se k < n, entao, como I D I,, temos a < a, < b,.
Portanto, concluimos que a, < b, para todo k£ € N, de modo que b, é uma
cota superior de A, qualquer que seja n € N. Logo, £ < b,, para todo n € N.
Portanto, temos a, < ¢ < b, para todo n € N, isto é, £ € [, para todo
n € N. O

Teorema 5.12
Seja I, = [an, b,], n € N, uma seqiiéncia encaixada de intervalos fechados e

limitados, tais que os comprimentos b,, — a,, de I, satisfazem
inf{b, —a, : n € N} =0.
Entao, o nimero £ contido em [,, para todo n € N é tnico.

Prova: Se n := inf{b, : n € N}, entdo um argumento semelhante ao da
prova do Teorema 5.11 mostra que a,, < n para todo n € N e, portanto, que
¢ < n. De fato, nao é dificil mostrar que = € I,, para todon € N, se, e somente
se, £ < o < n (veja Exercicio 17). Se tivermos inf{b, —a, : n € N} =0,
entao, para qualquer € > 0, existe um m € Ntalque 0 < n—¢ < b, —a, < €.
Como isso vale para todo € > 0, segue que n — & = 0 (por qué? veja o
Exercicio 16). Portanto, concluimos que £ = 1 é o unico ponto que pertence
a I, para todo n € N. O
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Exercicios 5.1

1. Use o Teorema 5.3 para provar que se x é numero real positivo, com
T = ageaiay..., ey = bpe000..., entdo z +y = (ag + bo)eajasy. ...
Aqui, como no texto da aula, ag,by € N e aj,as,--- € {0,1,...,9}; em

particular, y = by € N.

\)

. Prove (A2) e (M2) do Teorema 5.7.

(Dica: Para (A2), defina A = (—00,a) NQ, B = (—00,b) N Qe C =
(00, a4+ b) N Q. Mostre que C'= A + B. Para (M2), basta fazer o caso
em que a e b s@o positivos. Defina A, = (0,a) NQ, By = (0,6)NQ e
Cy = (0,ab) N Q. Mostre que Cy = A, - By.)

3. Prove (M3) do Teorema 5.7.
4. Prove (A4) do Teorema 5.7.
5. Prove (M4) do Teorema 5.7.
6. Prove (A5) do Teorema 5.7.

7. Prove (M5) do Teorema 5.7.

oo

. Prove (D) do Teorema 5.7. Faga primeiro o caso mais simples, em que

a, b e ¢ sao positivos.

N}

. Prove que as propriedades (A1)-(A5) da adi¢do num corpo qualquer C

implicam as seguintes proposicoes:

(a) Sex+y=ua+z, entdo y = z;

(b) Se x +y = x, entao y = 0;

(c) Se x +y =0, entdo y = —x;

(d) —(—zx) ==.

A proposicao (a) é a lei do cancelamento. Observe que (b) estabelece
a unicidade do elemento neutro da adicao, cuja existéncia é dada por

(A4), e (c), a unicidade do simétrico aditivo que existe por (A5).

CEDERJ
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(Dica: Para provar (a), por exemplo, os axiomas (A) nos dao

y=0+y=(-r+z)+y=—r+(r+y)
=—z+(r+z2)=(—z4+2)+2=0+2=2.)

10. Prove que as propriedades (M1)-(M5) da multiplicagdo num corpo qual-

quer C' implicam as seguintes proposigoes:

(a) Se xz # 0 e xy = xz, entao y = z;
(b) Sex #0 e zy = x, entdo y = 1;
(c) Sex #0exzy =1, entdo y = 1/x;

(d) Se z # 0 entao 1/(1/x) = x.

11. Prove que os axiomas de corpo ((A), (M) e (D)) implicam as seguintes

afirmacoes, para x,y, z € C-

(b) Sex #0 ey #0, entao xy # 0;
(c) (—2)y = —(zy) = 2(-y);

(d) (=2)(=y) = zy.

(Dica: (a) é conseqiiéncia de 0x + 0z = (04 0)x = Oz. Prove (b) por
contradigao usando os inversos 1/x e 1/y. Use a lei distributiva para

provar (c) fazendo (—z)y +zy = .... (d) é conseqiiéncia de (c).)

12. Mostre que num corpo ordenado qualquer vale zy > 0 se, e somente se,

r>0ey>0oux<0ey<O.

13. Mostre que se a, b sao nimeros reais positivos e a? < b?, entao a < b.

(Dica: Use b —a* = (b—a)(b+a).)

14. Use a Propriedade Arquimediana para mostrar que inf{1/n : n € N} =
0.

CEDERJ
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15. Complete a prova do Teorema 5.10, fazendo os casos (iii) e (iv).
16. Mostre que se a € R é tal que 0 < a < € para todo € > 0, entao a = 0.

17. Com a notacao das provas dos Teoremas 5.11 e 5.12, mostre que n €
N2, I,. Mostre também que [£,n] = (o~ In-

Prossiga: Cortes de Dedekind

Nesta se¢ao, vamos provar o Teorema 5.1 através do método de Dedekind
que recorre ao auxilio dos chamados cortes, cuja definicao damos a seguir.
Na discussao seguinte sobre cortes, reproduziremos com leves modificagoes
os trés primeiros passos do resumo contido no livro de W. Rudin, “Principios

de Analise Matematica”, Ao Livro Tecnico, Rio de Janeiro, 1971.

Definicao 5.3

Chamamos corte qualquer conjunto a@ C Q com as seguintes propriedades:

(i) o nao é vazio e a # Q;
(ii) Sep € a, g€ Q, e g < p, entdo q € q;

(iii) Se p € a, entdo p < r para algum r € a.

Usaremos as letras p, ¢, r, ...para denotar nimeros racionais, e «, [,

v, ...para denotar cortes.

Observemos que (iii) simplesmente diz que o ndo tem maior elemento

(ou méximo); (ii) implica dois fatos:
e SepEaeqda, entdop<q.

e Ser¢aer<s,entdo s ¢ a.

Definicao 5.4
Denotamos por R o conjunto dos cortes. Em R, definimos a relacao “a < (7

como significando: « é um subconjunto préprio de /3.

Lema 5.1

A relagdo < em R é uma ordem. Em particular, R é um conjunto ordenado.

Prova: Verifiquemos os requisitos da Definicao 4.5. Se a < fe f < 7, é
claro que o < 7, j& que um subconjunto proprio de um subconjunto préprio

¢ um subconjunto proprio. Também é claro que, para quaisquer o, (3 € R,
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vale, no maximo, uma das trés alternativas: o < 3, a = (3, f < «a. Para
mostrar que pelo menos uma vale, suponhamos que as duas primeiras sejam
falsas. Entao, @ nao é subconjunto de 3. Logo, existe um p € o com p & [3.
Se g € [3, segue que ¢ < p (j& que p ¢ (3), e, entdo, ¢ € «, por (ii). Logo,
£ C a. Como 8 # «, concluimos: § < a. O

Lema 5.2

O conjunto ordenado R tem a propriedade do supremo.

Prova: Seja A um subconjunto nao-vazio de R, e suponhamos que § € R
é uma cota superior de A. Definimos v como a unidao de todos os o € A.

Provaremos que v € R e que v = sup A.

Inicialmente, provemos que v é um corte. Como A nao é vazio, existe
um g € A. Esse ag nao é vazio. Como «ag C 7, v nao é vazio. Em seguida,
temos v C (3, jd que a C [ para todo a € A, e, portanto, v # Q. Logo,
7 satisfaz a condi¢ao (i) da Defini¢ao 5.3. Para provar (ii) e (iii), tomemos
p € v. Entao, p € a; para algum a; € A. Se ¢ < p, entao ¢ € ay; logo,
q € v, o que prova (ii). Se r € oy é escolhido de modo que r > p, vemos que
r €7, ja que a; C 7, e, portanto, v satisfaz (iii). Assim, v € R.

Provemos agora que 7 = sup A. Claramente, a < 7 para todo o € A.
Suponhamos § < 7. Entao, existe um s € v tal que s ¢ §. Como s € 7,
s € « para algum o € A. Logo § < «, e 6 nao é uma cota superior de A.

Isso nos da o resultado desejado: v = sup A. U

Nosso objetivo agora serda mostrar que existe uma identificagao natural
entre o conjunto ordenado R, que, pelo Lema 5.2, tem a propriedade do
supremo, e o conjunto ordenado dos nimeros reais R (i.e., decimais dotados

da ordem dada na Defini¢ao 4.7).
Definicao 5.5

Dados dois conjuntos ordenados C e Cs, dizemos que uma funcao ¢ : C; —

Cy preserva a ordem se, para quaisquer z,y € Cy vale: z < y implica ¢(x) <

o(y).

Lema 5.3

Sejam C e Cy dois conjuntos ordenados e ¢ : ¢y — Cy uma bijecao de C}
sobre (5 preservando ordem. Entao, C; tem a propriedade do supremo se, e

somente se, C5 tem a propriedade do supremo.

Prova: Primeiramente, notemos que a inversa ¢~ : Co, — () também

preserva ordem. Isso é claro, uma vez que, denotando também por ¢ o
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grafico de ¢, para todos (x1,y1), (22, y2) € ¢, temos x1 < xo implica y; < ys.
Logo, se (y1,21), (Y2, 72) € ¢~ e y1 < yo, entdo, devemos ter x; < To, Pois,
do contrario, teriamos x; > x5, 0 que implicaria y; > y», em contradi¢ao com
a hipétese y; < ys.

Portanto, basta provarmos que, se C'; tem a propriedade do supremo,
entao Cy também a tem. Suponhamos entao que C'; tem a propriedade do
supremo e seja A C Cy um conjunto nao-vazio e § uma cota superior de A.
Entao, ¢~!1(A) C C} nao é vazio e, como ¢! preserva ordem, ¢~'(3) é cota
superior de ¢~*(A). Logo, como C; tem a propriedade do supremo, existe
a =sup ¢ H(A). Afirmamos que ¢(a) = sup A. De fato, ¢(a) é claramente
uma cota superior de A, ji que ¢ preserva ordem. Além disso, se 7 < ¢(a),
entao, ¢~1(v) < «; logo, ¢~'(7) nao é cota superior de ¢~'(A) e, portanto,
v = ¢(¢7 (7)) ndo é cota superior de A. Logo, ¢(a) = sup A. O

Lema 5.4
Dada a € R, a* = (—o00,a) NQ é um corte. Mais ainda, a aplica¢do ¢ : R —

R, com ¢(a) = a* é injetiva e preserva ordem.

Prova: Devemos verificar (i), (ii) e (iii) da Definigdo 5.3. Que a* nao é vazio
segue do fato que, se ag é a parte inteira do decimal a, entao, a > 0 implica
ap € a* ea <0,a—1 € a*. Quea* # Q segue do fato que a9 + 1 ¢ a*.
Logo, vale (i). A condigao (ii) é imediata. A condigao (iii) é conseqiiéncia
direta da densidade de Q em R. O fato de que ¢ : R — R preserva ordem é

claro, pois, se a; < a1, aj C a3, o que também prova que ¢ ¢ injetiva. U

Através da injecao preservando ordem a — a*, podemos considerar R C
R. A prova do Teorema 5.1 estard concluida se mostrarmos que a aplicagao
¢ : a — a* é bijetiva. No que segue, vamos considerar R C R e, para
todo a € R, vamos denotar também por a, em vez de a*, o corte associado
(—o00,a) N Q. Além disso, para qualquer intervalo I C R, identificamos [

com sua imagem por ¢, ¢(1).

Lema 5.5
R = Uppeslm.m + 1.

Prova: Primeiramente, provemos que N nao ¢é limitado superiormente em
R. De fato, se N fosse limitado superiormente em R, pela propriedade do
supremo, existiria @ = supN em R. Claramente, o ¢ N, ji que N ndo possui
méximo. Agora defina o conjunto « — 1 ={¢g € Q : ¢g=r—1, r € a}.

Nao é dificil verificar que a — 1 € R, tarefa que deixamos como exercicio.
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Claramente,  — 1 < « e, pelas propriedades do supremo, existe m € N tal
que a — 1 < m. Verifica-se, facilmente, que dai segue que o < m + 1, o que

nos da uma contradicao.

Assim, dado qualquer @ € R, com « > 0, o conjunto A = {n € N :
n > a} nao é vazio e, Pelo Principio da Boa Ordenagao, contém um minimo
me. Verificamos, entdo, facilmente, que « € [m, — 1, m,].

Se « € R <0, defina —a = {q € Q : existe r ¢ a, ¢ < —r}. Verifica-
se facilmente que —a é um corte e que, se a < 0, —a > 0, tarefa que
deixamos como exercicio. Pelo que j& foi provado, —a € [m, m + 1], para
algum m € NU {0}. Entao, verifica-se facilmente que a € [—m —1,—m], o

que conclui a demonstacao. [l

Prova do Teorema 5.1: Vamos provar que ¢ : R — R, ¢(a) = a* é
sobrejetiva. Dado a € R, pelo Lema 5.5, existe ag € Z tal que a9 < a <
ag + 1. Para simplificar vamos supor que ag > 0. Por inducao, podemos

facilmente definir ay, as, ..., a,, -+ € {0,1,2,...,9}, tais que

aq asy an a a9 anp +1

e R U N D2 5.20
Wttt T ses et gtE oot 620
Seja a € R, a = ageayay . ..a,.... Afirmamos que a = a* = (—o0,a) N Q.

Provemos primeiro que o C a*. Seja ¢ € a. Como ¢ ¢ ¢* e, por (ii)
da Definicao 5.3, ¢* C a, vemos que ¢* é subconjunto proprio de a, isto é,
q¢* < a. Por (iii) da Definigao 5.3, existe r € « tal que ¢ < r. Claramente,
existe n tal que 10"(r — ¢q) > 1, isto é, r — ¢ > 1/10™. Logo, ou r < ay e,

neste caso, ¢ < agp, ou existe n € N tal que

S NP AR
a — — “ . — /r‘
C= %770 " 102 o =

com b, < a,. Portanto, ¢ € a*. Concluimos que a C a*.
Provemos agora que a* C «. Seja ¢ € a*. Entao, g < a e, pela defini¢ao

da ordem para os decimais dada pela Definicao 4.7, ou ¢ < ag, ou existe
n € N tal que

com b, < a,. Assim, de (5.20) vemos que existe r € Q, com r > g e r* C a.
Dai decorre que ¢ € «, donde concluimos que a* C «. Portanto, a = a*,

como queriamos demonstrar. [
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Aula 6 — Sequéncias e Limites

Metas da aula: Apresentar a definicio rigorosa de limite de uma sequéncia
de niimeros reais bem como seu uso na demonstracao de limites elementares

e algumas propriedades basicas envolvendo esse conceito.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Usar a definicao de limite de uma sequéncia de ntimeros reais para
demonstrar a convergéncia de uma sequéncia convergente a um dado

limite.

e Demonstrar certas propriedades bésicas envolvendo o conceito de limite
de uma sequéncia de nimeros reais e usa-las na verificacao de limites

dados.

Introducao

Nesta aula iniciamos propriamente o estudo dos conceitos bésicos da
Analise Real. O primeiro destes e mais elementar de todos é o de limite
de uma sequéncia de niimeros reais, cuja definicao rigorosa e propriedades

bésicas constituem o conteudo desta aula.

Sequéncias de Nimeros Reais

Uma sequéncia de elementos de um conjunto X qualquer é uma funcao
x : N — X, cujo dominio é N e cujos os valores estao contidos no conjunto
X. Nesta aula estaremos interessados em sequéncias de nimeros reais e no

significado de convergéncia dessas sequéncias.

Definicao 6.1
Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcao x : N — R, definida no con-
junto N = {1,2,3,...} dos niimeros naturais e tomando valores no conjunto

R dos numeros reais.

Se x : N — R é uma sequéncia, usaremos a notagao x,, em lugar de x(n)
para denotar seu valor em n € N. Os valores x,, sao chamados os termos ou
elementos da sequéncia. Usaremos frequentemente as notagoes (2, )nen, ()
ou, simplesmente, x,, como formas alternativas de representar a sequéncia

X.
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Claramente, poder@o ser usadas outras letras, como y = (yx)ren, z2 =
(2))jen, a = (a)ien etc.

O uso de parénteses ( ) em vez de chaves { } serve para distinguir
a sequéncia (z,) do conjunto de seus valores {x, : n € N}. Assim, por
exemplo, a sequéncia (1 + (—1)"),ey tem infinitos termos (z; = 0, zo = 2,
x3 = 0,..., X100 = 2, T101 = 0, ...) ao passo que o conjunto {1 + (—1)"
n € N} coincide com o conjunto {0,2}, que tem apenas dois elementos.

E muito comum definir-se uma sequencia dando-se uma féormula para
0 n-ésimo termo z,,, como acabamos de fazer com x,, = 1 + (—1)". Quando
tal formula pode ser facilmente deduzida a partir do conhecimento de seus
primeiros termos, ¢ também comum listar-se os termos da sequéncia até que a
regra de formacao parega evidente. Assim, a sequéncia dos nimeros impares

pode ser apresentada na forma (1,3,5,...), que é o mesmo que (2n — 1),¢n.

Uma outra forma de se definir uma sequéncia é especificar o valor de
x1 e dar uma férmula para x,.; em termos de x,, para n > 1, ou, de modo
equivalente, dar uma férmula para x, em termos de x,_1, para n > 2. Mais
geralmente, para p € N dado, podemos especificar os valores de z1, xs,...,
z, e dar uma férmula para z, em fungao de x,,_1,..., T—p, paran > p+ 1.
Nos casos em que sequéncias sao definidas dessa forma, quase sempre p <
3. Dizemos, nesses casos, que a sequéncia estd definida recursivamente ou
indutivamente. Um exemplo disso é obtido se definirmos a sequéncia (1/2")

na forma
1 T
€T = 5, Tnt1 = 77

Outro exemplo é fornecido pela sequéncia definida por

paran > 1.

=1 =1 ¢ Y, =Yn1+Yn—2, paran >3,

que é conhecida como sequéncia de Fibonacci, cuja importancia reside em
fatos alheios ao contexto do presente curso. E facil verificar que os 10
primeiros termos da sequencia de Fibonacci sao os que aparecem na lista
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...).

Limite de uma Sequéncia

A nocao de limite de uma sequéncia constitui o eixo fundamental de
toda a Analise Matematica. Nesta aula apresentaremos esse conceito na sua

forma mais basica que é aquela aplicada as sequéncias de niimeros reais.
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Definicao 6.2
Diz-se que uma sequéncia x = (z,) em R converge para = € R, ou que 7 é
limite de (z,,), se para todo € > 0 existe um nimero natural Ny(e) tal que,

para todo n > Ny(¢), x, satisfaz |z, — Z| < e.

Se uma sequéncia possui limite, dizemos que ela é convergente; caso

contrario dizemos que ela é divergente.

Usaremos as seguintes notagoes para expressar que = é limite de (z,,):

lim z, =z, limz, =% ouainda x, —Z quandon — oo.

n—oo

Na definigdo que acabamos de dar denotamos Ny(¢) e nado, simples-
mente, Ny, apenas para enfatizar o fato de que o referido ntimero natural
Ny dependerda em geral do nimero € > 0 que tenha sido escolhido. Fre-
quentemente vamos usar a notacao mais simples Ny deixando de explicitar a
dependéncia desse nimero em relagao a €. Como veremos nos exemplos que
daremos a seguir, de modo geral, quanto menor for o € escolhido, maior tera

de ser o valor de Ny, para que tenhamos, para todo n > Ny, |z, — Z| < ¢.

Apenas por curiosidade, observamos que a definicao anterior de limite
de uma sequeéncia x,, pode ser escrita somente com simbolos matematicos na

forma
(Ve > 0)(INy € N)(Vn € N)(n > Ny = |z, — Z| < ¢),

ou, mais compactamente,
(Ve > 0)(3INy € N)(Vn > No)(|z, — Z| < €).

Em termos coloquiais, a definicao de limite pode ser traduzida da
seguinte maneira: a medida que os valores de n se tornam mais e mais
altos, os elementos x, se tornam mais e mais prorimos de . Matemati-
camente, a verificagao dessa sentenca assume um formato semelhante ao de
um jogo em que um jogador A, que afirma ser z limite de x,, é desafiado
por um outro jogador B a provar tal afirmacao. Sendo assim, B escolhe um
¢ > 0 arbitrariamente pequeno e desafia A a encontrar um nimero natural
Ny, nao importando quao grande ele seja, tal que para todo n > N,y valha
que |z, — Z| < e. Se A conseguir mostrar que para qualquer € > 0 escolhido
ele é capaz de exibir N, verificando tal propriedade, entao ele ganha o jogo,
provando que T € limite de x,,. Caso contrario, ele perde e quem ganha é B,

ficando provado que T nao é limite de z,,.

O resultado seguinte afirma que se uma sequéncia possui limite, entao

esse limite é Unico.

MODULO 1 -

AULA 6

CEDERJ



Sequéncias e Limites

ANALISE REAL !

CEDERJ

Teorema 6.1 (Unicidade dos Limites)

Uma sequéncia em R pode ter no maximo um limite.

Prova: Suponhamos que 7’ e " sejam ambos limites de (z,). Para cada
e > 0 existe um N| tal que |z, — 2’| < /2 para todo n > N, e existe um N/
tal que |z,, — Z"| < £/2 para todo n > N{. Seja Ny = max{Nj, N/'}. Entao,
para n > Ny, temos

/ —//’

' -z =7 —x,+2,— T

<|f’—xn|+|xn—:?:”|<f+f:e.
- 2 2

Como ¢ > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que ' —
' =0. O

Decorre imediatamente da Definicao 6.2 que a sequéncia x,, converge a
T se, e somente se, a sequéncia y,, = x, — T converge a 0 (por qué?).

A desigualdade triangular implica diretamente o seguinte resultado.

Teorema 6.2
Se a sequéncia (x,) converge para T entao a sequéncia (|x,|) converge para
|z]. Se & = 0 entdo vale também a reciproca, isto é, se |z,| — 0, entdo

z, — 0. Em particular, z,, — T se, e somente se, |z, — Z| — 0.

Prova: Pela desigualdade triangular, temos ||x,| — |Z|| < |z, — Z|. Dado
e > 0, se x, — T, podemos obter Ny € N tal que, para todo n > Nj,
|z, — Z| < € e, portanto, ||z,| — |Z|| < e. Logo, |z,| — |Z|.

No caso particular em que Z = 0, suponhamos |z,| — 0. Dado ¢ > 0,
podemos encontrar Ny € N tal que se n > Ny entao |z,| = ||z,] — 0| < e.

Assim, para n > Ny, temos |z, — 0| = |z,| < € e, portanto, z,, — 0.

Em particular, pelo que vimos anteriormente, x,, — Z se, e somente se,

x, — T — 0, que, por sua vez, vale se, e somente se, |z, — z| — 0. O

Exemploslﬁ. 1
(a) lim —=0.

n—oo 1}
Com efeito, seja € > 0 arbitrariamente dado. Pela Propriedade Arqui-
mediana dos nimeros reais, existe Ny € N tal que Ny > 1/e. Assim, se
n > Ny, entao

|l—0|:l<i<e.

n n Ny

Portanto, 1/n converge para 0.
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(b)

lim (1 + (1"

n— oo n

)=1.

(_1)n (_1)n)_1| _

n

Pelo Teorema 6.2, (1+ ) — 1 se, e somente se, |(1+

— — 0, o qual é verdadeiro pelo exemplo anterior.
n

n JR—
n24+n+2
Com efeito, seja € > 0 arbitrariamente dado. Como 1/n — 0, podemos

lim

obter Ny € N tal que se n > Ny, entao 1/n < €. Logo, para todo

n > Ny, temos

| n 0l n n -
_— = _— = — 87
n?+n+2 n?+n+2 n®> n
0 que prova a afirmacao.
5} 3
lim nt =5
n+ 2
5) 3 7
De novo, pelo Teorema 6.2, basta provar que | nts |=—— —0.
n—+2 n+ 2

Agora, dado € > 0 qualquer, como 1/n — 0, podemos encontrar Ny € N

tal que se n > Ny, entdo 1/n < ¢/7. Portanto, para todo n > Nj,

7 7 15
— <72
n+2<n<(7

0 que prova a afirmacao.

)=¢,

Procedimento analogo ao adotado neste exemplo nos leva a um resul-

tado geral bastante 1til descrito no exemplo a seguir.

Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais e z € R. Se (a,) é uma
sequéncia de ntimeros reais positivos com lima,, = 0 e se para alguma

contante C' > 0 e algum M € N tivermos
|z, — z| < Ca, paratodon > M,
entao limx,, = 7.

Com efeito, dado € > 0 qualquer, como lim a,, = 0, sabemos que existe
N} € N tal que se n > N/, entao

€

Yok

Dai segue que se n > Ny := max{M, N{}, entao

a, = la, — 0| <

3

|xn—:i|§Can<C(C):8,

o que prova que limz,, = 7.
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(f)

Se a > 0, entao lim =0
14+ na

De fato, temos

1
|

14+ na

1\ 1
- 0| < <—) — para todo n € N.
aln

Assim, o item (e), com C' = 1/a > 0 e a,, = 1/n, juntamente com o

item (a) implicam a afirmagao.

Se 0 < b < 1, entao limb™ = 0.

De fato, como 0 < b < 1, podemos escrever b = 1/(1 + a), onde a :=
(1/b) —1 > 0. Pela desigualdade de Bernoulli, temos (1+a)™ > 1+ na.

Portanto,
1 1 1

< < —.
(I1+a)» ~ 1+na na
Assim, da mesma forma que no item anterior, concluimos que lim " =

0.

0<db" =

Se ¢ > 0, entdo lim /™ = 1.
Se ¢ = 1, a afirmacdo é trivial, pois af (c!/ ") é a sequéncia constante
(1,1,1,...), a qual obviamente converge para 1.

Se ¢ > 1, entdo ¢'/* = 1+ d,, onde d, := ¢'/* — 1 > 0. Portanto, pela

desigualdade de Bernoulli, j4 usada no item anterior,
c=(14d,)" >1+nd, paratodon € N.

Dai segue que ¢ — 1 > nd,,, de modo que d,, < (¢ —1)/n. Consequente-
mente, temos

1
/™ —1]=d, < (¢—1)— para todon € N.

n
De novo, usamos os itens (e) e (a) para concluir que lim ¢*/" = 1 quando

c>1
Suponhamos, enfim, que 0 < ¢ < 1. Entdo, ¢'/* = 1/(1 + h,), onde
hn == c /" —1 > 0. De novo, a desigualdade de Bernoulli (1 + h,)" >
1 + nh,, implica que

1 < 1 - 1
(1+hy)™ — 1+nh, nhy,’

C =
donde deduzimos que 0 < h,, < 1/nc para todo n € N. Dai obtemos

hn, 1
< h, < —

0<1—c/m=
¢ 14+ h, nc
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de modo que

para todo n € N.

SRS

1
|/ — 1] < (—)
c

De novo, aplicamos os itens (a) e (e) para concluir que limc!'/" = 1
também quando 0 < ¢ < 1.
limn'/™ = 1.

Primeiramente, recordemos a férmula binomial

(L+hr)"=1+ (T)H <Z)h2+~~+ (nil)h”Urh”,

n!
T K-k

> 1, para n > 1, podemos escrever n'/"* = 1+ k,, onde

n
onde, como de costume, ( k>

Como nl/™

k, =n'" —1>0, paran > 1. Pela férmula binomial, se n > 1 temos
1 1
n=(1+k,)" = 1+nkn+§n(n—1)ki+~-- > 1—|—§n(n—1)k2,

donde segue que
1
n—1> §n(n — 1)k

Portanto, k2 < 2/n para n > 1. Dado € > 0, segue da Propriedade
Arquimediana de R que existe um numero natural Ny tal que Ny >

2/e2. Segue que se n > Ny, entao 2/n < €2, o que implica
0<nt"—1=k, <(2/n)"? <.
Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que limn'/™ = 1.

Dada a sequéncia de numeros reais x = (x,) e m € N, defina a
sequéncia X, = (y,) pondo ¥, := Ty1m. A sequéncia x,, assim definida
é as vezes chamada a m-cauda de x. Seja ¥ € R. Provaremos que a

sequéncia X converge a I se, e somente se, X,, converge a T.

Com efeito, suponhamos que x converge a T e seja dado € > 0 qualquer.
Entao existe N} € N tal que, para todo n > N{, |z, — | < e. Logo,
para todon > Ny := Nj—m, y,, = T4, satisfaz |y, —Z| < . Portanto,

X, converge para .

Reciprocamente, suponhamos que x,, converge a = e seja dado € > 0
qualquer. Entao existe N € N tal que, para todo n > N{/, |y, — z| =
|Tptm — | < €. Logo, para todo n > Ny := NJ +m, temos |z, —Z| < .

Como € > 0 é arbitrario, temos que x converge para .
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(1)

Seja x = (x,) uma sequéncia de numeros reais tal que o conjunto de
seus valores {z, : n € N} é um conjunto finito. Mostraremos que x
¢ convergente se, e somente se, existe m € N tal que a m-cauda de x,

X, € Uma sequeéncia constante, isto é, z,4,, = 14, para todo n € N.

Pelo item anterior, fica claro que se para algum m € N a m-cauda de x,
X, € Uma sequéncia constante, com ., = T1im, para todo n € N,

entao X converge para Ti4m.

Reciprocamente, suponhamos que F' := {z, : n € N} é um conjunto
finito e que x = (x,) é convergente. Pelo menos um elemento do
conjunto finito I’ é igual a z,, para todo n pertencente a um subconjunto
infinito de N. Suponhamos que ¥’ € F e z” € F satisfazem 7' = z,,
para todo n € N, e z’ = x,, para todo n € N’, onde N ¢ N” sao
dois subconjuntos infinitos de N. Como sao infinitos, os conjuntos N’
e N” sdo ilimitados (por qué?). Assim, para qualquer Ny € N, existem
ny > Ny tal que ny € N, o que nos da x,,, = &', e ng > Ny com ny € N,
o que implica z,, = Z”. Portanto, se ' # z”, tomando ¢ < |z’ — z"|/2
obtemos uma contradigdo com o fato de que (z,) é convergente, como

demostramos a seguir.

De fato, supondo que lim z,, = Z, para um certo z € R, sera impossivel
encontrar Ny € N tal que |z, —Z| < e < |¥' —Z"|/2, para todo n > Ny,

pois nesse caso teriamos

|i‘/ - "E”| < |:f, - J]m| + |l’m - ZEn2| + |:L’n2 - ‘7_:/,|
< |q_;/ - :L'm’ + |SCm - j:‘ + ‘f - xnz‘ + |33’n2 - i.”

<O0+e+e+0=2<|z -7

o que é absurdo.

Logo, existe um unico elemento z € F' tal que z,, = Z para uma
infinidade de indices n € N. Como F’ := F'\ {z} é finito, o conjunto
J:=xYF')={neN: x, € F'} 6 um subconjunto finito de N
(por qué?), donde m := sup J < +o0. Portanto, z,,, = Z, para todo

n € N, isto é, x,, € uma sequéncia constante.

A sequéncia (14 (—1)™) nao é convergente.

Como x,, = 0 se n é impar, e x, = 2 se n é par, segue do item anterior

que (1 + (—1)") nao é convergente.




Sequéncias e Limites

| MODULO 1 - AULA 6

Exercicios 6.1
1. Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia (z,) em cada um dos

casos seguintes:

n=1 )
(a) x + -
1
(b) @ = Ty
n
(c) zp = i3

2. Liste os cinco primeiros termos das seguintes sequéncias definidas in-

dutivamente:

(a) x1:=1, zpy1 = 32, + 1,

(b) y1:=2, Yp1 = %(yn +2/yn).

() z1:=3, 20 : =5, Zpi2 1= 2n + Znt1-
. b
3. Para qualquer b € R, prove que lim — = 0.
n

4. Use a definicao de limite de uma sequéncia para demonstrar a validade

dos seguintes limites:

n
1 =0.
(&) 1mn3—|—2
3n
b) 1 = 3.
(b) 1mn+4

5. Mostre que

2
lim — = 0.
(a) lim TS

(b) lim 23

n+1

CEDERJ
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10.

11.

Se lim z,, = > 0, mostre que existe um nimero natural M tal que se

n > M, entao z, > 59‘5

Mostre que lim(yv/n+ 1 — /n) = 0. Dica: Multiplique e divida por
(Vn+14/n).

Se 0 < b < 1, use a féormula binomial como no exemplo 6.1 (i) para

mostrar que lim(nb") = 0.

Diz-se que uma sequéncia (z,) é periddica se existe p € N tal que
Tntp = Tn para todo n € N. Prove que toda sequéncia periddica

convergente é constante.

Diz-se que uma sequéncia x satisfaz ultimadamente uma determinada
propriedade, ou que a satisfaz para n suficientemente grande, se existe
My € N tal que para todo m > M, a m-cauda x,, satisfaz tal pro-
priedade. Prove que toda sequéncia ultimadamente periddica conver-

gente é ultimadamente constante.
Dado z € R, definimos a e-vizinhan¢a de T como o conjunto
Vi@)={zeR: |z —Z|<e}=(T—¢,T+¢).

Prove que a sequéncia x converge a T se, e somente se, para todo
e > 0, ultimadamente todos os elementos de x pertencem a V.(Z), ou,
equivalentemente, para todo € > 0, x,, € V.(Z) para n suficientemente

grande.
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Aula 7 — Operacoes e Desigualdades com

Limites de Sequéncias

Metas da aula: Apresentar os principais resultados sobre limites de
sequéncias de numeros reais envolvendo desigualdades e as operacoes de

adigao, subtracao, multiplicacao e divisao.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Usar os resultados sobre operacoes com limites para estabelecer limites
de sequéncias cujos termos gerais envolvem expressoes racionais bem

como outras expressoes algébricas mais complexas.

e Usar os resultados sobre limites e desigualdades para estabelecer limites

de expressoes complexas por meio de redugao a casos mais simples.

Introducao

Nesta aula vamos estabelecer resultados que simplificarao bastante a
verificacao da convergéncia ou nao de uma dada sequéncia, bem como a
demonstracao do limite correspondente. Esses resultados versam sobre a

relagao entre limites, desigualdades e as quatro operagoes entre niimeros reais.

Operacoes com Limites

Comecaremos estabelecendo uma propriedade bésica das sequéncias

convergentes que sera muito 1til em discussoes subsequentes.

Definicao 7.1

Diz-se que uma sequéncia de numeros reais (z,) é limitada se o conjunto
{z, : n € N} é limitado, ou seja, se existe M > 0 tal que |z,| < M para
todo n € N.

Teorema 7.1

Toda sequéncia de ntimeros reais convergente é limitada.

Prova: Suponhamos que limx,, = T e tomemos ¢ = 1. Entao existe um
nimero natural Ny tal que |z, — Z| < 1 para todo n > Ny. Aplicando a

desigualdade triangular com n > Ny obtemos

|Tp| = |2n —Z+ 2| < |2, —Z| + 2] < 1+ |Z|.

CEDERJ
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Pondo
M = Sup{‘x1’7 ‘1’2’, ) ‘xN0’7 1+ ’i.|}7

concluimos que |z,| < M para todo n € N. O

Examinaremos a seguir como o processo de tomar o limite interage com
as operagoes de adicao, subtragao, multiplicacao e divisao de sequeéncias.

Se x = (z,,) e y = (y,) sdo sequéncias de nimeros reais, definimos sua
soma, diferenca, produto e quociente como é feito para funcoes em geral.

Assim, temos

X+Y = (Tn +Yn),

X =y = (Tn = yn),

Xy = (Tnyn),

x/y = (zn/yn), desde que y, # 0 para todo n € N.

Observe que o quociente x/y s6 estd definido se os elementos de y forem

todos nao-nulos.

Dada ¢ € R a multiplicagao da sequéncia x = (x,,) por ¢ é trivialmente
definida por ex := (cx,,).

Mostraremos agora que sequéncias obtidas aplicando-se essas operagoes
a sequeéncias convergentes sao também convergentes e seus limites sao obtidos

aplicando-se as mesmas operagoes aos limites das sequéncias envolvidas.

Teorema 7.2

Sejam x = (z,,) e y = (y») sequéncias de nimeros reais que convergem a &
e Y, respectivamente, e ¢ € R. Entao as sequéncias x +y, x —y, X -y, e X
convergem a T + ¥, T — Y, TY € cT, respectivamente. Além disso, se § # 0 e

yn 7 0 para todo n € N, entao x/y converge para Z/y.

Prova: Mostremos inicialmente que lim(x,, +v,) = =+ 7. Pela desigualdade

triangular temos
(@0 +yn) = (@ +9)] = (20 —2) + (Y = )| < 20 = Z[ + 90 — 7]

Seja dado ¢ > 0 qualquer. Como z, — T e y, — ¥, podemos encontrar
. €
N1 € N e Ny € N tais que, para todo n > Ny, |z, — Z| < 5 © Para todo

n > Na, |y, —y| < g Seja Ny := sup{Ni, No}. Entao, para todo n > Ny,
temos

€
2

o _ ., €
(@0 +9n) = @+ < tw = 2]+ =yl < 5+ 5 =,
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0 que prova que (7, + y,) converge para T + J.
A prova de que x —y converge para T —¥ segue dos mesmos argumentos.

Mostremos agora que x -y converge para xjy. Usando de novo a de-

sigualdade triangular, obtemos

|xnyn - i‘IU| < |(Inyn - jgn) + (jyn - jg)‘
S ‘yn(xn - j)| + "@(yn - Zj)‘
S |yn||xn - j| + |f||yn - Zj|

Pelo Teorema 7.1, existe M; > 0 tal que |y,| < M; para todo n € N. Seja
M := sup{ M, |z|}. Assim, a desigualdade anterior implica

[0y — 2yl < M (|20 = 2] + [yn — ).

Como |z, —Z| — 0 e |y, — y| — 0, segue do que acabamos de mostrar para

o limite da soma que
ap = |z, — Z| + |y, — y| — 0.

Como |z,y, — zy| < Ma,, segue do exemplo 6.1(e) que |z,y, — zy| — 0.
Pelo Teorema 6.2 concluimos que x,y, — T¥.

A prova de que cx, — cZ, para ¢ € R qualquer, segue diretamente
do que acabamos de demonstrar para o limite do produto, tomando-se por
¥ = (yn) a sequéncia constante (c,c,c,...). Observe, em particular, que
c

= —1 nos da que —z,, — —Z.

. Tn T .
Finalmente, para provar que — — —, vamos primeiro mostrar que
Yn Y
1

1
— — —, desde que §y # 0 e y, # 0 para todo n € N. Para simplificar,
Yn Yy

suponhamos inicialmente que y > 0. Como ¥, — ¥, para n suficientemente

grande temos que ¥y, € Vy/2(y) = (7/2,3y/2). Em particular, para n suficien-
temente grande, ou seja, n > Np, para um certo N; € N, temos y, > 3/2.

Assim, para todo n > N, temos

[T Y

|!yn y|__2!yn yl.

. . . _ 1,
Seja, entdao, dado ¢ > 0 qualquer. Existe Ny € N tal que |y, — g| < S
Facamos Ny := sup{ Ny, No}. Assim, para todo n > Ny, temos

1 1 2 1
|— == < Iyn gl < 5(59%) =«
Yo Y g2
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1 1
o que conclui a prova de que — — —, quando ¥ > 0. No caso em que y < 0,

pelo que ja foi provado temos —y,, — —¢ e, como —y > 0, —1/y, — —1/7.

Segue dai que — — — também no caso em que y < 0.
Yn Y

A prova de que z,,/y, — Z/7 segue, agora, do fato que x/y = x-(1/y)

e entao, pelo que ja foi demonstrado,

1 1 1 x
lim (x_n> = lim (x,,) (—) = lim x,, lim (—) =z <—> = 2,
Yn Yn Yn Y Y

o que conclui a demonstracao. 0

Observagao 7.1

As afirmagoes do Teorema 7.2 sobre o limite da soma e do produto de duas
sequencias convergentes podem ser facilmente estendidas para um niumero
finito qualquer de sequéncias convergentes por Inducao Matematica. Assim,
se a = (an), b = (by), ¢ = (cn),...,2 = (z,) s@0 sequéncias convergentes,
entdo sua soma a+b-+c+---+z:= (a,+b,+c,+---+2z,) é uma sequéncia

convergente e
lim(a, + b, + ¢, + -+ + z,) = lima, + limb, + lim¢, + --- +lim z,. (7.1)

Da mesma forma, seu produto a-b-c---z := (a,b,c, - - - z,) é uma sequéncia

convergente e
lim(anbncy, - -+ 2,) = (limay,)(limby,)(lim¢,,) - - - (lim z,). (7.2)
Em particular, se k € N e x = (x,,) é uma sequéncia convergente, entao
limz® = (lim ,)". (7.3)

Esperamos que vocé mesmo seja capaz de provar sem dificuldades as formulas
(7.1), (7.2) e (7.3) usando o Teorema 7.2 e Indugdo Matemaética.

Exemplos 7.1

(a) A sequéncia (n) é divergente.

De fato, pelo Teorema 7.1, se (n) fosse convergente, entao seria limi-
tada, isto é, existiria um nimero real M > 0 tal que n = |n| < M
para todo n € N. Mas isso estaria em contradicao com a Propriedade

Arquimediana.

(b) Se b > 1 entao a sequéncia (b") é divergente.
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Comob>1temosb=1+r,comr =>b—1>0. A desigualdade de
Bernoulli implica b" = (1 + 7)™ > 1+ nr. Se (b") fosse convergente,
entdo terfamos b" = |[b"| < M, para algum M > 0, para todo n € N.
Assim, 1+nr < 0" < M, ou seja, n < (M —1)/r para todo n € N. Isso
contradiz a Propriedade Arquimediana e, portanto, temos que (b") é

divergente.

A reciproca do Teorema 7.1 é falsa.

De fato, a sequéncia (1 + (—1)") é limitada e, como vimos no exem-

plo 6.1 (m), ndo é convergente.

Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais que converge a Z € R. Seja

p um polinomio, isto é,
p(t) == apt” + ap_1t* 1+ -+ agt + ag,

onde k € Nea; € R, j =0,1,...,k. Entado a sequéncia (p(z,))

converge a p(T).

Segue do Teorema 7.2 e da Observacao 7.1. Deixamos os detalhes para

vocé como exercicio.

Seja (z,) uma sequéncia convergente a & € R. Seja r uma funcao
racional, isto é, r(t) := p(t)/q(t), onde p e g s@o polinémios. Suponha-
mos que ¢(z,) # 0 para todo n € N e ¢(Z) # 0. Entdo a sequéncia

(r(z,)) converge a r(x).

Segue também do Teorema 7.2 e da Observacao 7.1. Os detalhes ficam

como exercicio para voce.

5n* —2n+3 5

lim 2L O 2
o 321 2

5n® —2n + 3

Fazendo an ‘= m

, para poder aplicar o Teorema 7.2 (em

sua versao estendida pela Observagao 7.1) é necessdrio escrever a sequéncia

a, de modo mais conveniente, para torna-la uma expressao racional
envolvendo apenas sequéncias convergentes. Obtemos essa forma di-

3

vidindo por n° o numerador e o denominador da fracao que define a,,.

Assim, encontramos

5+ B
" 24 (3/n)+ (1/n3)
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Agora podemos aplicar o Teorema 7.2, obtendo

5—(2/n?) + (3/n3)> _5- 21im(1/n?) + 3lim(1/n?)
2+ (3/n) + (1/n?) 2+ 3lim(1/n) + lim(1/n3)

lim a,, = lim <

5—2(lim(1/n))* 4+ 3(lim(1/n))* 5

2+ 3lim(1/n) + (lim(1/n))3 2

. o =3"+1
lim—— =
Bt 20 4 2
Facamos
b —3"+1
Ty = ——————.
bn 437+ 2
Dividindo numerador e denominador por 5", obtemos
1—(3/5)"+5"
Tp = .
1+ (2/5)"+2-5"n

Portanto,

1—(3/5)"+5"
14+(2/5)"+2-5n
~1-1lim(3/5)" +lm5™ 1-040
1+ 1im(2/5) +2lim5™  14+0+0

limx,, = lim

Limites e Desigualdades

A seguir vamos apresentar alguns resultados muito tteis envolvendo

limites e desigualdades.

Teorema 7.3
Se (x,) é uma sequéncia convergente de ntimeros reais e se x,, > 0 para todo

n € N, entao z = limz,, > 0.

Prova: Suponhamos que a conclusao é falsa, isto é, que z < 0. FEntao

e =—2 > 0. Como (x,) converge a Z, existe um nimero natural Ny tal que
2e=r—ec<zx,<x4+e=0 para todo n > Nj,.

Em particular, zn,+1 < 0, o que contradiz a hipdtese de que z, > 0 para
todo n € N. 0

O proximo resultado, embora seja aparentemente mais forte que o an-

terior, é, na verdade, um simples corolario deste.
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Teorema 7.4
Se (z,,) e (y,) sdo sequéncias convergentes de nimeros reais e se x,, < y,

para todo n € N, entao limz,, <limy,.

Prova: Seja z, := y, — r,. Entao z, > 0 para todo n € N. Segue dos

Teoremas 7.3 e 7.2 que
0 <limz, =limy, — limz,,

de modo que lim z,, < limy,,. O

O resultado que acabamos de ver implica, em particular, que uma de-
sigualdade da forma a < x, < b, valida para todos os termos de uma dada
sequéncia convergente, é também satisfeita pelo seu limite, como estabelecido

no enunciado seguinte.

Teorema 7.5
Se (z,,) é uma sequéncia convergente e se a < z,, < b para todo n € N, entao
a <limz, <b.

Prova: Se (a,) é a sequéncia constante com a,, = a para todo n € N, entao
temos a, < z, e, pelo Teorema 7.4, a = lima, < limz,. Da mesma forma,

tomando b,, = b para todo n € N, de z,, < b, concluimos que limz, <b. [

Observagao 7.2

Como, para todo m € N, a m-cauda de uma sequéncia convergente converge
para o mesmo limite, as hipéteses =, > 0, z, < y, e a < x, < b para todo
n € N, nos Teoremas 7.3, 7.4 e 7.5, respectivamente, podem ser enfraquecidas
substituindo-se em cada um dos enunciados a expressao “para todo n € N”
pela expressao “para n suficientemente grande”, que significa precisamente

“para todo n > m, para algum m € N”.

O proximo resultado é um dos mais tteis para a demonstracao da con-
vergéncia de sequéncias, indicando, sempre que for possivel, a estratégia de
limita-las por baixo e por cima por sequéncias convergentes que possuem o

mesmo limite.

Teorema 7.6 (Teorema do Sanduiche)

Suponhamos que (x,,), (y,) e (2,,) s@o sequéncias tais que
Tn < Yp < 2, para todo n € N,
e que limz,, = lim z,. Entdo (y,) é convergente e

limz, = limy, = lim z,.
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Prova: Seja ¢ := limx, = limz,. Se ¢ > 0 é dado, entao segue da con-
vergéncia de (x,) e (z,) que existe um numero natural Ny tal que se n > Ny
entao

|z, — ¢l <e e |z,—7¢ <e.

Como

Tp—C<y,—c<z,—¢ para todo n € N,

concluimos (por qué?) que
—e<y,—c<e para todo n > Nj.

Como ¢ > 0 é arbitrario, segue que limy,, = c. ([l

O seguinte resultado fornece um “teste da razao” para a convergéncia

de sequéncias de facil verificagao.

Teorema 7.7
Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que 7 := lim(x,41/x,)
existe. Se 7 < 1, entao (z,) converge e limz,, = 0. Por outro lado, se 7 > 1,

entao (z,) é divergente.

Prova: Suponhamos 7 < 1. Pelo Teorema 7.1 segue que 7 > 0. Seja s € R
satisfazendo 7 < s < 1, e seja ¢ := s — 7 > (0. Existe Ny € N tal que se

n > Ny entao

Tn+l
“ T <e.

Tn

Decorre dai que se n > Ny, entao

Tn+1
Ty

<TH+e=T+(s—7)=s.
Portanto, se n > Ny, obtemos
0< Tnj1 < TnS < Tp18° < -+ < xNOHs”’NO.

Fazendo C' := zp,41/sY°T!, vemos que 0 < z,1; < Cs"™, para todo n >
Ny, ou seja, 0 < z, < Cs" para todon > Ny+ 1. Como 0 < s < 1, 0
Exemplo 6.1 (g) nos diz que lim s” = 0. Assim, podemos aplicar o resultado

no Exemplo 6.1 (e) para concluir que lim x,, = 0.

Vejamos agora o caso 7 > 1. Tomando b € R satisfazendo 1 < b < 7 e

€:=17 —b, temos que existe Ny € N tal que se n > Ny entao

$n+l >77_8:f_(77_b):b
Tn
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Logo, se n > Ny, entao

- TNo+1
Tpt1 > Inb > l’n_le > e > $N0+1bn No — <L> il

pNo+1

Ponhamos C' = zp,,1/b™"!. Vimos no item (b) que b" nao ¢ limitada
superiormente. Assim, dado M > 0 qualquer, existe N; € N tal que 0" >
M/C'" para todo n > Nj. Portanto, x,, > M, para todo n > sup{Ny+1, N1+
1}. Como M > 0 é arbitrédrio, segue que (x,) nao é limitada e, portanto, é
divergente. O

Exemplos 7.2
(a)

lim (Sen”> — 0.
n

Lembremos que —1 < senn < 1. Entao temos

para todo n € N.

Logo, podemos aplicar o Teorema 7.6 (do Sanduiche) para concluir a

verificagao da afirmacao.

(b) Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais convergente a & e suponha-

mos que x, > 0 para todo n € N. Entao a sequéncia (,/z,) converge a
V.
Segue do Teorema 7.3 que = > 0. Consideremos os dois casos: (i)
z=0; (ii) z > 0.
(i) Se © > 0, seja dado € > 0 qualquer. Como z,, — 0 existe Ny € N
tal que se n > Ny entao

0<ux,=x,—0<c
Dai segue que 0 < /x, < € paran > Ny. Como € > 0 é arbitrario,
concluimos que /z,, — 0.

(ii) Se T > 0, entdo /T > 0 e temos

e (E-VAWE VD) _ s
Vo =V o+ 7 NoEwd

Como /T, +VZ > /T > 0, segue que

- 1 _
|\/T, — VT| < ﬁu‘n — Il

Portanto, a convergéncia de /z,, a v/ segue do fato que z,, — 7.
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(c)

1.

Mostraremos que se r é um nimero racional positivo qualquer, entao

o1
lim — = 0.
n""
Primeiro consideramos o caso em que r = 1/¢q, ¢ € N. Dado ¢ > 0,

pela Propriedade Arquimediana existe um Ny € N tal que Ny > (1/¢)9.

Entao
1\? 1 1 1
n>No=>n> (-] =2n/1>-=|— 0= —<c¢
I I nl/q nl/q
Segue que
li ! =0
lmm— .

Consideremos agora o caso geral em que r = p/q, onde p e ¢ s@o
nimeros naturais. Procedemos por inducao em p. Acabamos de ver

que a afirmagao é valida para p = 1. Suponhamos, entao, que vale

1

hm W = 0
Segue que
. . 1 1 . 1 . 1

o que conclui a prova por indugao.

1 n
limi =0.
n!

De fato, pondo z,, := 10" /n!, temos

Tppr  10"T1 pl 10

Tp (n+1)! 10" n+1

Logo lim(z,41/x,) = 0. Podemos entao aplicar o Teorema 7.7 para

concluir que limx,, = 0.

Exercicios 7.1

Para z,, dado pelas férmulas seguintes, estabelega se a sequéncia (x,)

¢é convergente ou divergente.

n
(a) Inn—i—l’
(=1)"n
b) z, = ,
(b) @ n+1
2
n
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2n? + 3
d) z, = ——.
(d) @ n?+1
(e) z, =2

(f) z, := (=1)"n%

2. Encontre os limites das seguintes sequéncias:

Gﬁhm(ij%)
(c) lim(\/n +3(Vn+1-— \/ﬁ)),
(d) lim(3y/n)'/*",

3. Encontre cada um dos seguintes limites e justifique plenamente suas

respostas com base nos teoremas e exemplos dados no texto.

2n? +1
3n? —5n+2
nd—1

(a) lim

(e) lim((n + 1)Y/3 —nl/3)
nt/3 senn!
n+ 2

(&) lim (1 — T
11m —
& m2—1 2n+1

(h) lim(a" + a~™)/", com a > 0.

(f) lim

4. Se 0 < a < b, determine
antl 4 et
lim (—) .
a™ + b
5. Se a > 0, b > 0, mostre que

a+b

lim<\/(n+a)(n+b)—n) =

6. Mostre que se z, := (a™ +b")/™ onde 0 < a < b, entdo lim z, = b.
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7. Use o Teorema 7.6 (do Sanduiche) para determinar os seguintes limites:

(a) limn/™*

(b) lim(n!)/"*.

8. Aplique o Teorema 7.7 as seguintes sequéncias, onde a,b satisfazem
O<a<l1,b>1.

. A~ . , . .. _ . 1
9. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que s := lim a™ <

1. Mostre que existe um r € Rcom 0 < r <1 tal que 0 < z,, < r"
para todo n € N suficientemente grande. Use isso para mostrar que

limz, = 0.

10. Mostre que se (z,) e (y,) sdo sequéncias convergentes, entao (u,) e
(v,) definidas por u, := max{x,,y,} e v, := min{x,, y,} também sao

convergentes.

CEDERJ
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Aula 8 — Sequéncias Monétonas e

Subsequéncias

Metas da aula: Apresentar o conceito de sequéncia mondétona e estabele-
cer o Teorema da Sequéncia Monétona. Introduzir o conceito de subsequéncia

e estabelecer o Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o enunciado do Teorema da Sequéncia Mondtona e o uso desse

resultado para estabelecer a existéncia do limite de sequéncias.

e Entender o conceito de subsequéncias e seu uso em conexao com O

estabelecimento da convergéncia e da divergéncia de sequéncias.

e Saber o enunciado do Teorema de Bolzano-Weierstrass e seu uso para

estabelecer a existéncia de subsequéncias convergentes.

Introducao

Nesta aula vamos aprender um resultado muito importante que nos
permitird afirmar a convergéncia de certas sequéncias, chamadas mondtonas,
mesmo em situagoes em que nao temos candidatos a limites dessas sequéncias,
nas quais, portanto, nao seria possivel verificar a convergencia diretamente
usando a Definicao 6.2. Vamos também estudar o conceito de subsequéncias
e seu uso no estabelecimento de limites bem como na prova da divergéncia de
sequéncias. Por fim, vamos enunciar e provar o famoso Teorema de Bolzano-

Weierstrass.

Sequéncias Mondtonas

Vamos iniciar nossa aula definindo sequéncias mondétonas.

Definicao 8.1

Seja x = (x,) uma sequéncia de numeros reais. Dizemos que x é nao-

decrescente se x, < xp11 para todon € N, isto é, 1 < xy < 3 < ---. Diz-se

que x € crescente se T, < x,y1 para todo n € N, ou seja, 1 < x93 < z3 <
Em particular, sequéncias crescentes constituem um caso especial de

sequéncias nao-decrescentes.
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Analogamente, dizemos que x é ndo-crescente se x, > x,+1 para todo
n € N isto é, x1 > x9 > x3 > ---, e x ¢é decrescente se x,, > T, para
todo n € N, ou seja, x1 > x9 > x3 > ---. De novo, temos que sequéncias

decrescentes constituem um caso especial de sequéncias nao-crescentes.

Dizemos, de modo geral, que x é mondtona se x é nao-decrescente ou

nao-crescente.

As sequéncias (1,2,2,3,3,3,...), (n), (1,1/2,1/2,1/3,1/3,1/3,...) e
(1/n) sao exemplos de sequéncias mondtonas: a primeira é nao-decrescente,

a segunda é crescente, a terceira é nao-crescente e a quarta é decrescente.

A seguir enunciamos o resultado mais importante sobre sequéncias

mondtonas.

Teorema 8.1 (Teorema da Sequéncia Monétona)
Uma sequéncia monodtona de niimeros reais é convergente se, e somente se, é

limitada. Além disso:
(a) Se x = (x,) é uma sequéncia nao-decrescente limitada, entao

limz,, = sup{z, : n € N}.

(b) Se x = (z,) é uma sequéncia nao-crescente limitada, entao

limz, = inf{x, : n € N}

Prova: Vimos no Teorema 7.1 que toda sequéncia convergente ¢ limitada.
Portanto, basta mostrar que se uma sequéncia mondétona € limitada, entao
ela é convergente. Seja, entao, X uma sequéncia monétona limitada. Entao,

ou X é nao-decrescente, ou X é nao-crescente.

(a) Vamos tratar primeiro o caso em que x = (x,) é uma sequéncia
limitada nao-decrescente. Como x(N) = {z,, : n € N} é um conjunto
limitado, pelo Teorema 5.7 (do Supremo), existe z* := sup x(N). Afirmamos
que lim z,, = x*.

Com efeito, seja dado € > 0 qualquer. Entao z* — ¢ nao é cota superior
de x(N), e, portanto, existe Ny € N tal que z* — ¢ < xp,. Como (x,) é

nao-decrescente, temos que zy, < z, para todo n > Ny, e assim segue que
r—e<zn, <z, <<t 4e para todo n > N,

ou seja,
T, — x| <e para todo n > Nj.
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Como ¢ > 0 é arbitrario, fica provado que z,, — x*.

(b) Consideremos agora o caso em que X = (z,,) é ndo-crescente. De

novo, como x(N) é limitado, segue do Teorema do Supremo que existe z, :=

inf x(N). A prova de que lim z,, = x, é inteiramente andloga a que acabamos

de dar para o caso em que (x,) é nao-decrescente e deixaremos para vocé

como exercicio. O

Exemplos 8.1

(a)

lim(1/n'/3) = 0.

Esse é um caso particular do Exemplo 7.2 (c); contudo, daremos aqui
uma outra demonstracao usando o Teorema da Sequéncia Mondtona.
A sequéncia x := (1/n'/3) é decrescente e, claramente, 0 é uma cota
inferior de x. Nao é dificil mostrar que, de fato, temos 0 = inf x(N)
e, portanto, a afirmacao segue do referido teorema. De outro modo,
sabemos pelo Teorema da Sequéncia Mondtona que existe T := lim x,,.
Como z? =1/n e lim1/n = 0, temos
7° = (limz,)* = lim2? = liml =0=Zz= limlL =0
n nt/3

Seja x = (x,,) definida indutivamente por x1 := 1, x4 = (2,/3) + 1

para todo n € N. Mostraremos que limz,, = 3/2.

Provemos, usando Indugcao Matematica, que vale 1 < x, < 11 < 2
para todo n € N. Como zy = (21/3) +1 = (1/3) +1 = 4/3, a
afirmacao é valida para n = 1. Suponhamos, por inducao, que vale

1 <z <21 < 2. Temos
1 <o < g = (2/3)+1 < (Wp41/3)+1 = 2442 < (2/3)+1 =5/3 < 2,

e, portanto, vale 1 < x5 < xryi2 < 2, 0 que conclui a prova por

inducao de que 1 < x,, < x,41 < 2 para todo n € N.

Assim, temos que (x,,) é crescente e limitada. Pelo Teorema da Sequéncia
Monétona, existe £ = limx,. Como a l-cauda x; = (x,41) con-
verge para o mesmo limite que x, tomando o limite na relacao z, 1 =
(2,/3) + 1 obtemos

T=o+1,

[SCEIRST]

e daf segue que T = 3/2.

Seja x = (z,) definida indutivamente por x; := 0, T,41 == V2 + 2,

para todo n € N. Vamos mostrar que limz,, = 2.
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Provemos por inducao que vale 0 < z,, < z,41 < 2 para todo n € N.
Como x5 = v/2+ 0 = /2, a afirmacdo é claramente verdadeira para

n = 1. Suponhamos por inducao que vale 0 < x;, < xp1 < 2. Entao

0<ap <ap1 =V2+Tp <2+ Tpy1 = T2 < V2+2=2

e, portanto, 0 < zp11 < Trio < 2, 0 que conclui a prova por indugao

de que 0 < z,, < 2,41 < 2 para todo n € N.

Assim, temos que (x,,) é uma sequéncia crescente e limitada. Logo, pelo
Teorema da Sequéncia Mondtona, existe z = limx,, e & = sup x(N).
Como a l-cauda x; = (z,41) converge para o mesmo limite que X,
tomando o limite na relagao x, 1 = v/2 + z,,, usando o Exemplo 7.2 (b)

e o Teorema 7.5, obtemos

i

T = +z e 0<x2<2.

Vemos entdo que T é uma raiz nao-negativa da equacao 22 —x —2 =0

cujas raizes sao —1 e 2. Logo, ¥ = 2 como afirmado.

Seja s, == 1+1/2+1/3+---+ 1/n. A sequéncia (s,) é conhecida
como série harmonica. Como S,41 = S, + 1/(n+ 1) > s,, essa é
uma sequéncia crescente e, pelo Teorema da Sequéncia Monotona, sera
convergente se, e somente se, for limitada superiormente. Mostraremos

a seguir que (s,) é ilimitada e, portanto, divergente.

O interessante nessa questao é que ela nos traz um exemplo claro de um
caso em que um argumento simples, puramente matematico, mostra-
se muito mais poderoso que a tentativa de se fazer previsoes baseadas
exclusivamente no calculo massivo de computadores de tiltima geracao.
De fato, um calculo com computador exibird valores aproximados de
s, em torno de 11.4 para n = 50000, e s, =~ 12.1 para n = 100 000.
Tais dados poderiam nos levar a concluir que a sequéncia é limitada.

No entanto, podemos provar que vale o contrario, observando que
=1+ ! + ! + ! + ot ! + -t !
A R R on-11 1 on

SR (LR Y
2 \4 4 on on

vV
2" —1 vezes

—1+1+1+ +1
a 2 2 2

n
=1+
+2
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Os termos s, crescem de modo extremamente lento. Por exemplo,
pode-se mostrar que para obtermos s, > 50 seriam necessarias aproxi-
madamente 5.2 x 10?! adicoes, trabalho esse que levaria cerca de 400 000
anos num computador normal da atualidade, e mais de 160 anos num

supercomputador capaz de realizar um trilhao de adi¢oes por segundo.

Calculo de Raizes Quadradas.

Agora daremos uma aplicacao do Teorema da Sequéncia Mondtona rela-

cionada com o célculo de raizes quadradas de niimeros positivos.

Seja a > 0. Apresentaremos um método de aproximagcao de /a por
meio da constru¢do de uma seqiiencia (s,) que converge a esse niumero. Esse
processo para calcular raizes quadradas ja era conhecido na Mesopotamia
antes do ano 1500 A.C..

Seja s; > 0 arbitrariamente escolhido e definamos
1
Spi1 = §(sn +a/sy) para todo n € N.

Mostraremos que (s,) converge a +/a.

Primeiramente, mostremos que s2 > a para n > 2. De fato, da relagao
s2 — 28,118, + a = 0 vemos que s, é raiz da equagao de segundo grau
22 —2s,10+a = 0, cujo discriminante é 4s2 | —4a. Como tal equagao possui
raizes reais, seu discriminante deve ser nao negativo e, portanto, devemos ter

s2,, > a para todo n € N.

Agora mostraremos que (s,) é ultimadamente nao-crescente; mais pre-

cisamente, que s,+1 < s, para n > 2. Com efeito,

1 1 (s —
Spn — Spy1l = Sp — = sn—i—g :—MZO, sen > 2.
2 Sn 2

Portanto, s,+1 < s, para todo n > 2. O Teorema da Sequéncia Mono6tona
implica que 5 := lim s,, existe. Além disso, os Teorema 7.2 e 7.5 nos dao que
s deve satisfazer as relagoes

1

5=— (5 + 2) 5> +/a,
2 5

donde segue que § = a/5, ou seja, 5 = a. Logo, § = /a.

O Numero e.
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1
Seja (s,) definida indutivamente por sy = 1, 5,11 = $n+— e, portanto,
n!

1 1 1
sn+1::1+—+—+---+—' para todo n € N.
n!

12!
Como, para todon € N, s, < s,11 €
SIS I
Sl = 1.2 1-2-3 1-2-n
<1+1+1+1+ + —1—1—1—1—2(1 1)<3
2 22 on-1 2 ’

segue do Teorema da Sequéncia Mondtona que (s, ) converge. Definimos

=1 = i 1 ! ! L 8.1
¢:=lims, = lim +ﬁ—|—5+---—l—a : (8.1)

O numero e assim definido é o nimero “transcendental” mais importante
da Matemaética depois de m. O termo “transcendental” significa que esses
nimeros nao sao raizes de polindmios com coeficientes racionais, a nao ser,
obviamente, o polinomio identicamente nulo. Em particular, os nimeros
trancendentais sao irracionais. A prova de que e é transcendental, embora
possa ser feita de modo relativamente simples, escapa dos objetivos deste

curso.

Pelo que acabamos de ver, vale 2 < e < 3. A sequéncia acima nos per-
mite obter aproximacoes de e com erros arbitrariamente pequenos. Por exem-
plo, s19 nos d4 a aproximacao 2.7182818, com erro menor que 10~7. O nimero
e é as vezes chamado de nimero de Fuler, em homenagem a LEONHARD EU-
LER (1707-1783), considerado até hoje um dos maiores matematicos de todos
os tempos. Ele é a base dos assim chamados logaritmos naturais: o logaritmo
natural de um numero real positivo z, denotado por log z, é definido através
da equacio e'8% = z.

O resultado seguinte trata de um limite classico bastante importante.

Teorema 8.2

lim (1 + %)n —e. (8.2)

Prova: Seja t, := (14 1/n)" para n € N. Aplicando a férmula binomial
obtemos

tnzl_i_ﬁ.l_i_n(n—l)'i_i_”'_i_n(n—l)(n_z)...g.l.i
1 21 n2 nl e

n
:1_|_1_|_l 1_1 _|_..._|_l 1_l 1_2 1_n_1 .
21 n n! n n n
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Fazendo o mesmo para t,.; e comparando as respectivas férmulas, vemos
que a segunda férmula para t,,; contém uma parcela positiva a mais que a
segunda féormula para t, e que as parcelas restantes sao todas maiores que as
parcelas correspondentes na féormula para ¢,,. Portanto, temos que ¢, < t,41
para todo n. Claramente, temos que ¢, < s,, onde s, =1+ 1+1/2! 4+ ...+
1/n!. Como vimos hé pouco, s, < 3 e, assim, segue que ¢, < 3. Logo, pelo

Teorema da Sequéncia Mondtona segue que (t,,) converge.

Afirmamos que limt¢,, = lims,, = e. Com efeito, o fato de que limt, <
lims,, = e decorre diretamente do Teorema 7.4, uma vez que vale t,, < s,

para todo n € N.

Agora, tomando n > m, vale

1 1 1 1 2 -1
=141+ (1—=)++—=(1=-=)(1=-2). (12 .
2! n m! n n n

Fixando m e fazendo n — oo obtemos

) 1 1
limt, >14+=+ -+ — = s,,.
2! m!

Fazendo agora m — oo, obtemos limt, > lim,, .o s,, = €. Segue, entao, que
limt¢, =e. [

Subsequéncias e o Teorema de Bolzano-Weierstrass

Como uma sequéncia de numeros reais é por definicao uma funcao
x : N — R, dada uma func¢do qualquer n : N — N (isto é, uma sequéncia
de niimeros naturais) a fungao composta xon : N — R é também sequéncia
de nimeros reais. As subsequéncias de uma dada sequéncia x constituem os
casos especiais, em que a funcao n é crescente, dessa forma de obter novas
sequencias a partir de uma sequéencia dada.

Definicao 8.2

Seja x = (x,) uma sequéncia de nimeros reais e n = (n;) uma sequéncia
crescente de numeros naturais, n; < no < --- < ng < ---. Entao dizemos
que a sequéncia x on = (Ty, JkeNn = (Tnys Tngs -« - Ty, - - - ) € chamada uma

subsequéncia de x.

Por exemplo, dada a sequéncia (1/n) as sequéncias (1/2k) e (1/(2k—1))
sao ambas subsequéncias suas com ny = 2k e np, = 2k — 1 para k € N,

respectivamente. Outros exemplos de subsequéncias dessa mesma sequéncia
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sao as sequéncias (1/2%) e (1/k!), com n;, = 2% e n;, = k!, respectivamente.

Por outro lado, a sequéncia

Aliiiiooaa 1
372°1°6’5°4" " "3k"3k—1"3k—-2""""

nao é subsequéncia de (1/n), pois a sequéncia (ny) correspondente nao é
crescente.
O resultado seguinte afirma que todas as subsequéncias de uma sequéncia

convergente convergem para o mesmo limite da sequéncia.

Teorema 8.3
Se uma sequéncia de nimeros reais (x,) converge para Z € R, entao qualquer

subsequéncia (x,,) de (z,) também converge para .

Prova: Seja dado € > 0 qualquer. Existe Ny tal que se n > Ny, entao
|z, —Z] < e. Como ny < nyg < -+ < ng < ---, é facil mostrar usando
Inducao Matematica que ny > k. Portanto, se & > Ny, entao ny > k > Ny

e, portanto, |z, — Z| < . Decorre dai que (z,, ) também converge para z.[]

Uma consequéncia imediata porém bastante 1til do Teorema 8.3 é o

seguinte critério para testar a divergéncia de sequéncias.

Teorema 8.4
Suponhamos que x = (z,) ¢ uma sequéncia ¢ que (z,,) € (Z,) sdo duas
subsequéncias de x satisfazendo: existe g > 0 tal que |z, — x| > o para

todo k € N suficientemente grande. Entao x é divergente.

Prova: Com efeito, se existe = limz,, entao, pelo Teorema 8.2, T =

limz,, = limz,, . Dai terfamos, pelos resultados da aula anterior,
0=|z—Z| = lim |z,, —%m,| >0 >0,
k—o0
o que é um absurdo, provando assim que x é divergente. O

Exemplos 8.2

3 n2 —

(a) lim(1 + ﬁ> =e.

1
A sequéncia (yx ), com yy := (1—1—@)’“2, ¢ uma subsequéncia da sequéncia
1

(tn), com t, = (14 1/n)". Logo, pelo Teorema 8.3, lim(1 + ﬁ)m =
lim(1+1/n)" =e.

(b) A sequéncia x = ((1+ (—1)")/2 — (—=1)"/n) é divergente.
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Com efeito, x = (z,,) com X9, = 1/k e xgp, = 1 — 1/k para k € N,
de modo que as subsequéncias (xg,_1) e (zgx) convergem para 0 e 1,

respectivamente. Portanto, pelo Teorema 8.4, x é divergente.

A seguir vamos enunciar e provar o célebre Teorema de Bolzano-Weier-
strass assim nomeado em referéncia aos mateméticos BERNHARD BOLZANO
(1781-1848) ¢ KARL WEIERSTRASS (1815-1897) que foram os primeiros a
estabelecé-lo. Ele foi, na verdade, provado primeiramente por Bolzano, mas
essa prova se perdeu. Foi depois redemonstrado por Weierstrass e se tornou
uma peca central da Andlise. Mais tarde descobriu-se que o teorema havia

sido provado por Bolzano muito antes de Weierstrass e dai veio seu nome.

Teorema 8.5 (Teorema de Bolzano-Weierstrass)
Toda sequéncia limitada de ntimeros reais possui uma subsequéncia conver-

gente.

Prova: Como o conjunto de valores x(N) = {z,, : n € N} é limitado, ele
estd contido num intervalo fechado Iy := [a,b]. Fagamos n; = 1. Agora,
dividimos o intervalo I; em dois intervalos fechados de igual comprimento ]
e I{,isto é, I] == [a,(a+b)/2] e I := [(a+b)/2,b]. Distinguimos assim dois
subconjuntos de N, a saber,

1 ={neN:n>ny, z,el}} e N :={beN:n>ny, z,€l]}

Como Nj UN/ =N; := {n € N : n > n;} é um subconjunto infinito de N,
temos que pelo menos um dos dois conjuntos, N} e N7, é infinito. Chamemos
de Ny um desses dois subconjuntos que seja infinito, denotemos por Iy o
subintevalo correspondente, e chamemos de ns 0 menor elemento de Ny, cuja
existéncia é dada pelo Principio da Boa Ordenagao. Observe que x,, € Is.
Vamos mostrar por Inducao Matematica que é possivel construir dessa forma
uma familia de intervalos fechados limitados I, Is,... ,I},..., com I} D Iy D

- D I D Ixy1 D -+ e uma sequéncia de ndmeros naturais (ng) com
ng < ng < - < np < npyp < oo, tails que z,, € I;. Suponhamos por
indugao que Iy, I, ..., Iy e ny,ng, ..., ng tenham sido definidos satisfazendo
L DI DD Ipyng <ng < -+ < myetaisquez, €1;,75=1...k
Sejam Ny, Ny, ..., N; definidos indutivamente por N; := {n € N;_; : n >
nj_1, Tn € I;_1}. De novo, dividimos o intervalo I em dois subintervalos de

igual comprimento, I} e I}/, e definimos

r={neNy :n>ny z, € I} v={neNy:n>ng z, €I}

| X8 CcDERJ
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Chamemos de Nj,; a um desses dois subconjuntos de N; que seja infinito,
denotemos por I 1 o subintervalo de [ correspondente, e facamos ng,q :=
inf Nj;;. Temos entao que Iy, D Ipqq, ng < Npgy € Ty, € Ipy1. Fica, assim,
provada por inducao a existéncia da familia de intervalos fechados encaixados
L DI, D DI DIy D+ e dasequéncia de nimeros naturais (1)
comng <ng < --- < np < npyp <---, tais que x,, € Ij.

Como o comprimento de I}, é igual a (b—a) /281, segue do Teorema 5.12
(Propriedade dos Intervalos Encaixados) que existe um tnico ponto £ € Iy
para todo k € N. Como ambos z,, e { pertencem a [, temos

b—a
|Ink _§| < (2]‘3—1>’

donde concluimos que a subsequéncia (z,, ) converge para &. O

O préximo resultado é uma aplicacao do Teorema de Bolzano-Weierstrass.
Em sua prova, vamos utilizar o fato de que se x’ é uma subsequéncia de x,
entao x’ é, com todo direito, também uma sequéncia e, sendo assim, também
possui subsequéncias. Observamos que se X" é uma subsequéncia de x’, entao

x” também é uma subsequéncia de x.

Teorema 8.6
Seja x = (x,) uma sequéncia limitada de ntimeros reais e T € R tendo a
propriedade de que toda subsequéncia convergente de x converge a . Entao

a sequéncia x converge a T.

Prova: Como (z,,) é limitada, podemos obter M > 0 tal que |x,| < M para
todo n € N. Suponhamos, por absurdo, que x nao converge a . Entao existe

um g9 > 0 e uma subsequéncia (x,,) de (z,) tal que
|zn, — Z| > €0 para todo k € N. (8.3)
De fato, a negacao da afirmacao
(Ve > 0)(INy € N)(Vn € N)(n > Ny = |z, — T| < g), (8.4)
que é a definicao formal de z,, — Z, é a proposi¢ao
(Jeo > 0)(Vk € N)(Ing, € N)(ng > k e |z, — | > &), (8.5)

que equivale & afirmacao que fizemos contendo (8.3). Observe que, apenas por
conveniéncia, ao escrever a negacao de (8.4), trocamos as variaveis e, Nog, n

pelas variaveis €, k, ng, o que é plenamente de nosso direito.
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Agora, temos |z, | < M paratodo k € N. Logo, o Teorema de Bolzano-

Weierstrass implica que a sequéncia x’ = (z,,) possui uma subsequéncia

convergente x”. Como x” também é subsequéncia de x, a qual por hipdtese

converge a T, devemos ter lim x” = Z. Portanto, todos os termos de x” devem

ultimadamente pertencer a go-vizinhanca de z, V., () = {r e R : |z — Z| <

€0}, 0 que contradiz (8.3) e conclui a prova do teorema. O

Exemplos 8.3

(a)

Suponhamos que x = (z,,) é uma sequéncia tal que as suas sub-
sequéncias x' 1= (wgr_1) e X" := (w9), correspondentes aos indices
impares e pares, respectivamente, convergem ambas para z. Entao

(x,) converge para I.

Essa afirmacao pode ser provada sem nenhuma dificuldade usando-se
diretamente a Definicao 6.2. Em vez disso, vamos prova-la aplicando o

Teorema &.6.

Com efeito, as subsequéncias x’ e X" sao convergentes e, portanto, sao
limitadas. Como o conjunto dos valores de x, x(N), é a unidao do
conjunto dos valores de x’, x'(N), com o conjunto dos valores de x”,

x"(N), segue que x é limitada.

Agora, dada qualquer subsequéncia convergente z = (x,,) de (x,),
entao pelo menos uma das duas afirmagoes seguintes é verdadeira: (i)
ng € impar para uma infinidade de sub-indices k € N; (ii) n, é par para
uma infinidade de sub-indices £ € N. Em qualquer caso, serd possivel
obter uma subsequéncia z’ de z cujos indices sdo todos impares ou
todos pares. Entao, z’' serd uma subsequéncia de x’ e, assim, pelo
Teorema 8.1, converge a . Mas entao, pela mesma razao, devemos
ter imz = Z. Logo, podemos usar o Teorema 8.6 para concluir que
limz, = .

Sugerimos que vocé dé uma demonstracao dessa mesma proposicao

usando diretamente a Definicao 6.2.

Seja (z,,) a sequéncia definida indutivamente por

r1 =1, Tpi1 i= m para todo n € N.
Os termos dessa sequéncia tém a forma
1 1 1
141 I
1+1
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e, por isso, constituem o que chamamos fracao continua ou fracao con-

tinuada. Mostraremos que

—1++5
o

lim x,, =

Por inducao, provamos facilmente que 0 < x,, < 1 para todo n € N.
De fato, isso é verdade para n = 1 e, supondo que 0 < z; < 1, segue
da férmula xp.; = 1/(1 + x) que 0 < z,y; < 1, 0 que prova que
0 <x, <1 para todon € N.

Vemos por substituicao direta que zo = 1/2, 23 = 2/3 e x4 = 3/5.

Portanto, x1 =1 > x3 =2/3 e 15 = 1/2 < x4y = 3/5. Seja yx := Top_1

e 2} := T9p. Agora, temos

1 1 1 " 1
1+ _q

14+ Tpgt - 1—}—1:% T2+, 0 24,

(8.6)

Tn42 =

Desta ultima expressao para x,.o em funcao de z, segue que se x, <

Tpio, €NtA0 Tpio < Tpig. Da mesma forma, se x, > x,.2, entao
Tnt2 > Tntd-

Portanto, temos 1 > x3 > -+ > Top_ 1 > Topr1 > -+, € Ty < 1y <

- < Tgp < Togyo < +--. Assim, a subsequéncia (y,) é decrescente
e a subsequéncia (z,) é crescente. Além disso, ambas sdo limitadas
e, portanto, sao convergentes, pelo Teorema da Sequéncia Mondtona.
Mais ainda, de (8.6) temos

1 . 1
— € Zpr1=1-— )
2+yn i 2+ 2,

Yn+1 = 1

Sejam ¢ := limy,, e Z := lim z,. Segue do que foi visto na aula anterior
que0<y<1,0<z<1l,g=1-1/2+y)ez=1-1/(2+ 2). Logo,

7 e Z sao ambos raizes nao-negativas da equacao de segundo grau
t?4+t—1=0,

cujas raizes sio (—1 £ 1/5)/2. Assim, § = Z = (=1 4+ v/5)/2. Segue do

exemplo anterior que limz, = (=14 v/5)/2.

Exercicios 8.1 .
1. Seja 1 = 3 e x4y = =Tn + 4 para todo n € N. Mostre que (z,) é

limitada e mondtona. Encontre o limite.

2. Seja xy > 1 e x4 =2 — 1/z, para todo n € N. Mostre que (z,) é

limitada e mondtona. Encontre o limite.
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3. Seja x1 > 2 e xpyq = 1+ vz, —1 para n € N. Mostre que (x,) é
decrescente e limitada inferiormente por 2. Encontre o limite.

4. Seja 1 =1 e x4y := \/2x, para n € N. Mostre que (z,) converge e
encontre o limite.

5. Seja y; := /p, onde p > 0 € y,y1 := \/p+ ¥y, para n € N. Mostre que
(yn) converge e encontre o limite. (Dica: Primeiro mostre por indugao
que 1+ 2,/p é uma cota superior. )

6. Sejaa >0 e x,11 =, + 1/x, para n € N. Determine se (z,) diverge
ou converge. (Dica: Mostre que (x,) é crescente e veja o que acontece
quando se supoe que x,, converge.)

7. Estabeleca a convergéncia e encontre o limite das seguintes sequéncias:

(a) ((1+1/n)"*1),
(b) ((1+1/n)*"),
(€) (1+1/(n+1)"),
(d) ((1 —=1/n)"). (Dica: Use 1 —1/n=(1+1/(n—1))71)
8. Estabeleca a convergéncia e ache os limites das seguintes sequéncias:
(a) ((1+1/m2>),
(b) ((1+1/(9n2)"),
(¢) ((1+1/2n)"),
(d) (1 +2/n)").
9. Determine os limites das seguintes sequéncias:
(a) ((3n)'/2"),
(b) ((1+2/n)>").
10. Suponha que toda subsequéncia de x = (z,,) possui uma subsequéncia
que converge a um mesmo numero real z. Mostre que limx, = 7.
11. Seja x = (x,,) definida indutivamente por z; = 1 e 41 = 1/(2 + z,,).
Mostre que x converge e encontre o limite.
121
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12. Considere a sequéncia de Fibonacci definida indutivamente por y; = 1,
Y2 = 1 € Ynio = Ynt1 + Yn para todo n € N. Seja x = (z,,) definida

POr Xy, = Ypn/Yns1. Mostre que x converge e encontre o limite.

13. Considere a sequéncia (z,,) definida indutivamente por z1 := 1 e x,41 =

1/(a, + x,) para todo n € N, onde agy_1 := 1 e ag, := 2 para todo

k € N.
(a) Mostre que 0 < z,, < 1 para todo n € N.
(b) Mostre que x’ := (x9,_1) é decrescente e X" := (x9;,) é crescente.
(¢) Encontre ' := lim z9,_1 e 2”7 := lim zg.
k—o0 k—o0
(d) Observe que z’ # z” e justifique a conclusao de que (z,,) é diver-

gente.
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Aula 9 — Critério de Cauchy e Limites Infinitos

Metas da aula: Enunciar e provar o critério de Cauchy e apresentar al-
gumas de suas aplicagoes no estabelecimento da convergéncia e da divergéncia
de sequéncias. Apresentar o conceito de sequéncias propriamente divergentes
com limites infinitos bem como alguns resultados relacionados com esse con-

ceito.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o enunciado do critério de Cauchy e o uso desse resultado para

estabelecer a convergéncia e a divergéncia de sequéncias.

e Saber o conceito de sequéncias propriamente divergentes com limites
infinitos bem como a resolucao de questoes simples envolvendo essa

nogao.

Introducao

Nesta aula vamos concluir nosso estudo sobre sequéncias de nimeros
reais com a apresentagao do célebre critério de Cauchy. Esse critério per-
mite determinar a convergéncia de uma sequéncia sem o conhecimento prévio
do limite ou a divergéncia da mesma. O nome do critério se refere ao
matematico francés AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857), um dos maiores
contribuidores para o desenvolvimento da Anélise Matematica no século XIX,
que foi quem primeiro o publicou. Vamos também apresentar o conceito de

sequéncias propriamente divergentes.

O Critério de Cauchy

Apesar da frequéncia com que nos deparamos com sequéncias mondotonas
e, portanto, da enorme importancia do Teorema da Sequéncia Monodtona, é
importante que tenhamos uma condi¢ao implicando a convergéncia de uma
sequéncia que nao requeira conhecer de antemao o limite, e que nao seja
restrita a sequéncias monotonas. O critério de Cauchy é uma tal condicao.

Ele se baseia no conceito de sequéncia de Cauchy que apresentamos a seguir.

Definicao 9.1
Diz-se que uma sequéncia de nimeros reais x = (z,) é uma sequéncia de

Cauchy se para todo € > 0 existe Ny € N tal que para todos m,n € N se
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m > Ny e n > Ny, entao |z, — x,| < . Em simbolos, escrevemos
(Ve > 0)(INy € N)(Vm,n € N) ((m > Ny en > Ny) = |z, — x| < &).

Assim como na Definicao 6.2, aqui também Ny depende em geral de ¢.

Para enfatizar esse fato é usual escrever-se Ny = Ny(e).
Observe que dizer que x = (z,,) ndo é uma sequéncia de Cauchy significa
dizer que existe ¢ > 0 tal que para todo k£ € N existem my, n; € N tais que

my > Ny, ng, > Ny € |2, — Tp, | > €. Em simbolos, escrevemos
(Jeo > 0)(VE € N)(TImy, ng € N) ((my, > Ny e ng > No) e |z, — x| > €0) -

Notemos que, apenas por conveniéncia, na formula da negacao as variaveis
€, Ng, m,n foram trocadas por eg, k, my, ng, o que é de nosso pleno direito

fazer.
Exemplos 9.1
(a) A sequéncia (1/n) é uma sequéncia de Cauchy.

De fato, dado € > 0, escolhemos Ny = Ny(e) € N tal que Ny > 2/e.
Entao se m,n > Ny, temos 1/n < 1/Ny < €/2 e, do mesmo modo,

1/m < €/2 Dai segue que se m,n > Ny, entao

o que demonstra que (1/n) é sequéncia de Cauchy, uma vez que £ > 0
é arbitrario.

(b) A sequéncia (1 + (—1)") ndo é uma sequéncia de Cauchy.
Com efeito, seja ¢g = 2. Entao, qualquer que seja k € N podemos

tomar my := 2k > keng:=2k+1> k. Como x9p =2 € xopy1 = 0
para todo k € N, temos

|Tmy, — Ty | = |Tok — Topa1]| = [2 — 0] = 2 = &,
o que demonstra que (1 + (—1)") nao é uma sequéncia de Cauchy.

O seguinte resultado constitui a parte mais imediata do critério de
Cauchy, estabelecendo uma condigao necessaria para que uma sequéncia seja

convergente.

Lema 9.1
Se x = (z,,) é uma sequéncia convergente de nimeros reais, entdo x é uma

sequéncia de Cauchy.
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Prova: Seja 7 = limx. Entao, dado € > 0 existe Ny = Ny(¢/2) € N tal
que se n > Ny, entao |z, — Z| < e. Logo, para todos m,n € N, satisfazendo
m > Ny, n > Ny, temos

|Tm — Tp| = (20 — ) + (T — )| < |z — T| + |2m — T < /24 ¢/2 =¢.

Sendo € > 0 arbitrério, fica provado que x é uma sequéncia de Cauchy. [J

Para provar a reciproca do Lema 9.1, que juntamente com este constitui

o referido critério de Cauchy, precisaremos do seguinte resultado.

Lema 9.2

Toda sequéncia de Cauchy ¢é limitada.

Prova: Seja x := (z,,) uma sequéncia de Cauchy e € := 1. Se Ny = Ny(1)
e n > Ny, entdo |z, — zn,+1| < 1. Logo, pela deiguadade triangular, temos

|z,| < |xng+1] + 1 para todo n > Ny. Seja

M = sup{|z1|, |x2|,- -, |Tng|, |TNga1] + 1}

Entao temos que |z,| < M para todo n € N. O

Apresentamos agora o importante critério de Cauchy.

Teorema 9.1 (Critério de Cauchy)
Uma sequéncia de ntimeros reais ¢ convergente se, e somente se, ela é uma

sequéncia de Cauchy.

Prova: Vimos no Lema 9.1 que toda sequéncia convergente ¢ uma sequéncia
de Cauchy.

Reciprocamente, seja x = (z,,) uma sequéncia de Cauchy; vamos mostrar
que X é uma sequéncia convergente. Inicialmente, observemos que, pelo
Lema 9.2, x é limitada. Portanto, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass 8.6,
existe uma subsequéncia x’ = (x,,) de x que converge para algum z* € R.

Vamos mostrar que toda a sequéncia x converge para x*.

Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy, dado ¢ > 0 existe Ny =
No(e/2) € N tal que se n,m > Ny entao

|zp — x| < €/2. (9.1)

Por outro lado, como x’ converge a x*, existe N; > N, pertencente ao con-
junto {ny : k € N} tal que

lzn, —2*| < e/2.
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Como N; > Ny, segue de (9.1) com m = N; que

|z, — xN,| < g/2 para n > Nj.
Dai segue que se n > Ny, entao

|2 — 2" = [(2n — zN) + (T8 — 27)]
< |xn—xN1|+|xN1 _l‘*|

<eg/24¢/2=c.
Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que lim x,, = z*. 0

A seguir damos alguns exemplos de aplicagao do critério de Cauchy.

Exemplos 9.2
(a) Seja x = (x,) definida por

1
ri=1, 29:=2 e x,:= 5(96“,2 +x,_1) paran > 2.

Geometricamente essa sequéncia é formada tomando-se o ponto médio
de sucessivos intervalos, cujos extremos sao os dois tltimos termos da
sequéncia até entao definidos, a comegar pelo intervalo [1,2]. Fica claro
entao que 1 < z,, < 2, fato que pode ser provado rigorosamente usando-
se Inducao Matemdtica. Com efeito, a afirmacao vale paran = 1 e
n = 2, por definicao, e supondo que seja valida para j = 1,2,... k,

com k > 2, vemos facilmente que

Tpp1 = (Tp +2%-1)/2 > (1+1)/2 =1,
T = (2 +1421) /2 < (24 2)/2 =
Provemos também por inducao que vale

1

\xn — anrl’ = F

De fato, a afirmagao é verdadeira para n = 1, e supondo que |z} —

Tri1| = 1/2571 temos

T+ Tpq 1
|Tha1 = Trio| = [Tpa1 — T' = é‘xk — Tpp1| = o

o que conclui a prova por inducao da afirmacao.

CEDERJ
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Assim, dados m > n, temos

|xn - CCm| S |xn - In+1| + |xn+1 - In+2| +o |xm—1 — Tm

- Ly
_Qn—l on 2m—2

.
- on—1 2 om—n—1 on—2 :

Portanto, dado & > 0 qualquer, tomando-se Ny € N tal que 1/2M0~2 <

g,se m > Ny, n > Ny e supondo sem nenhuma perda de generalidade
que m > n, obtemos que |z, — x| < 1/2"72 < 1/2M0=2 < £, Logo, x
é uma sequéncia de Cauchy. Pelo critério de Cauchy concluimos que x
converge para algum T € R, o qual, pelo Teorema 7.5, deve satisfazer

1<z <2

Observe que nao adiantard usar a regra de formacao =, = (r,_1 +
T,_2)/2 para tentar saber o valor de Z, j& que tomando-se o limite nessa
relacdo obtemos = = (T 4 ¥)/2, o que é uma identidade trivialmente

verdadeira porém inutil.

Para se conhecer o valor de & é necesséario observar que vale
Top—1 < Top+1 < Topt2 < Top para todo n € N,

que pode ser facilmente provado por inducao (Exercicio!). Em particu-
lar, a subsequéncia x’ = (x4,_1) é crescente e a subsequéncia x” = (x,
)

é decrescente. Segue dai que, para a subsequéncia x’ = (z,_1) temos

1 1 1

Toni1— Ton1 = (Ton — Ton—1) — (Ton — Tant1) = 92m—2  9n—1  9n—1’

ou se€ja, Topg1 = Ton_1 + 1/22"71 e assim

1 1 1
1‘2n+1:1+§+§+"'+ﬁ

1/2 — 1/22m+1 2 1
S T i e DR I [
T T3 )

)

w| Ut

onde foi usada a conhecida férmula para a soma de uma progressao

geométrica.

Portanto, temos que Z = limx = limx’ = 5/3.

A sequéncia do exemplo anterior pertence a uma classe especial de

sequéncias que vamos definir agora.
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Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais x = (x,) é contrativa se

existe uma constante A\, com 0 < A < 1, tal que

|xn+2 - :L‘n+1| S >\|xn+1 - xn|

para todo n € N. O numero A é chamado a constante de contracao da

sequeéncia.

Toda sequéncia contrativa x = (z,) é uma sequéncia de Cauchy e,

portanto, convergente para algum z* € R. Além disso, temos

n

—1-A

|zg — 21| para todo n € N, (9.2)

<1 )\|xn — Ty para todo n € N. (9.3)

Com efeito, é facil provar por inducao que
|Tpio — Tpga| < Ao — 24 para todo n € N. (9.4)

De fato, a desigualdade (9.4) vale para n = 1 pela defini¢ao. Suponha-

mos que a desigualdade vale para n = k. Entao temos
|his — Trpal < Marys — 2] <A (Vg — 21]) = Ny — a4,

o que prova (9.4) para todo n € N.

Para m > n, aplicamos a desigualdade triangular e a férmula da soma

de uma progressao geométrica para obter

|xm - xn' S |xm - Im—1| + |xm—1 - xm—2| + -+ |~Tn+1 — Tn

<N NTT e AT 2y — 2y

1 — \mn
= /\n—l (ﬁ) |x2 — I1|

1
S )\n—l (m) |:L‘2 - 1:1|-

Como 0 < X < 1, sabemos que lim A" = 0. Portanto, deduzimos que
(x,) é uma sequéncia de Cauchy. Pelo critério de Cauchy, segue que

(x,) converge para algum z* € R.

Agora, fazendo m — oo na desigualdade

1
T — @] < AT <m) |y — 21],
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% — x| < . )\|x2—a71| para todo n € N,
Quanto a desigualdade (9.3), notemos que
[T — T < A" 4 A2 N |2y — 2y
<2 |
—— |z, — ]
ST 1
Fazendo m — oo obtemos a desigualdade (9.3).
Considere a equacao p(z) := 2* — 5z + 3 = 0. Como p(0) = 3 > 0
e p(1) = —1 < 0 somos levados a conjecturar que existe uma solugao
x, da equagao satisfazendo 0 < x, < 1. Seja x; um nimero qualquer
satisfazendo 0 < x; < 1. Definimos a sequéncia (z,) indutivamente
por
1
Tpy1 = g(xi +3) para todo n € N.
Por inducao provamos sem dificuladade que vale 0 < z, < 1 para
todo n € N (Exercicio!). Além disso, usando a férmula a® — b =
(a —b)(a® + ab + b*), obtemos
1 1 1
|Tnte = T = |g(xi+1 +3) - g(xi +3)| = 5|$i+1 — ;|
L, 9 3
= g|xn+1 + Tpy1Zp + :Bn||a7n+1 - xn| < g|$n+1 - xn|
Portanto, (x,) é uma sequéncia contrativa e, sendo assim, converge
para algum x, € R. Tomando o limite na equagao x, 1 := %(xfl +3)
obtemos z, = +(2? + 3). Logo, z, ¢ raiz da equagdo z° — 5z + 3 = 0.
As relagoes (9.2) e (9.3) podem ser usadas para se estimar o erro
cometido ao se aproximar o valor de z, pelo de z,,.
Seja y = (y,) a sequéncia de numeros reais dada por
1 1 1 1 1 (—1)"+1
yl'—ﬂa y2._ﬂ_57"'7 yn—i_a—i_—i_Ta
Claramente, y nao é uma sequéncia monétona. Porém, se m > n, entao
-1 n+2 —1 n+3 -1 m+1
g2 CUTE
(n+1)!  (n+2)! m!
Como 27! < 7! para todo r € N, segue que se m > n, entao
| | < L]
Y =Wl =0 210 T (n e+ 2)! ml
< 1 1 1 1
<otmmtt o <gr
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Portanto, temos que (y,) é uma sequéncia de Cauchy. Logo, ela con-
verge para algum y € R. Nao temos ainda elementos para saber o
valor de 3. Passando ao limite quando m — oo na desigualdade ante-

rior obtemos .

0 que nos permite estimar o erro cometido ao aproximarmos o valor de
y pelo valor de y,. Apenas por curiosidade, podemos adiantar que o

valor exato de 5 é 1 — 1/e.

Limites Infinitos

Em alguns casos é conveniente termos uma defini¢ao para o significado

de uma sequéncia (x,) de nimeros reais “tender a +00”.

Definicao 9.2

Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais.

(i) Dizemos que (z,) tende a 400, e escrevemos limx, = 400, se para
todo M > 0 existe Ny = No(M) € N tal que se n > Ny, entdo =, > M.

(ii) Dizemos que (x,) tende a —o0, e escrevemos lim x,, = —o0, se para todo
M > 0 existe Ny = No(M) € N tal que se n > Ny, entdo z, < —M.

Dizemos que (x,) é propriamente divergente no caso em que temos

limz,, = +o00 ou limz,, = —oc.

Observe que lim z,, = —oo se, e somente se, lim(—z,) = —oc.

Exemplos 9.3

(a) limn = +o0.
De fato, dado M > 0, existe um Ny € N com Ny > M, pela Propriedade
Arquimediana, e assim n > M para todo n > Nj.

(b) Se b > 1, entao limb" = +oo.

Escrevamos b = 14+c¢, com ¢ = b—1 > 0. Pela desigualdade de Bernoulli
temos
V" =(14¢)" > 1+nec

Portando, dado M > 0, tomando Ny > M/c, obtemos b" > 1+ nc >
1+ M > M para todo n > Nj.

CEDERJ




Critério de Cauchy e Limites Infinitos

Chamamos sua atencao para o fato de que sequéncias propriamente
divergentes constituem um caso particular de sequéncias divergentes. As
propriedades validas para o limite de sequéncias convergentes que vimos em
aulas anteriores podem nao valer quando alguma das sequéncias envolvidas

tem limite +00. No entanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 9.2
(i) Se limz,, = +00 e (y,) é uma sequéncia limitada inferiormente, entao

lim(z, + y,) = +00.

(ii) Se limx,, = 400 e existe ¢ > 0 tal que y,, > ¢ para todo n € N, entao

lim(z,y,) = +00.

(iii) Se x,, > ¢ > 0, y, > 0 para todo n € N e limy, = 0, entao lim 2% —
Yn
+00.

Prova: (i) Existe ¢ € R tal que y, > ¢ para todo n € N. Dado M > 0
qualquer, existe Ny € N tal que x,, > M — ¢ para todo n > Ny. Logo, se n >
Ny, entao z, +yn, > (M —c¢)+c¢ = M, o que mostra que lim(z,, +y,) = +oc.

(ii) Analogamente, dado M > 0, existe Ny € N tal que x,, > M/c para
todo n > Ny. Logo, se n > Ny, entao x,y, > (M/c)c = M, o que demonstra
que lim(z,y,) = +oo.

(iii) Dado M > 0, existe Ny = No(M/c) € N tal que se n > Ny, entao
Yn = |yn| < ¢/M. Logo, se n > Ny, entdo x,/y, > ¢/(c/M) = M, o que

mostra que lim(x,, /y,) = +00. O

Observe que se limx,, = 400 e limy, = —oo, entao nada pode ser

afirmado sobre a divergéncia ou convergéncia da sequéncia (z, + y,). Por

exemplo, se x, = n+ 1/n e y, = —n, entdo (z, + y,) é convergente e
lim(z, + y,) = 0. Se x, = 2n e y, = —n, entdo lim(z, + y,) = +oc.
Finalmente, se z,, = n+ (—1)" e y, = —n, entdo (z, + y,) ¢é divergente, mas

nao propriamente divergente.

O seguinte resultado estabelece um critério que determina quando uma

sequéncia monotona é propriamente divergente.

Teorema 9.3
Uma sequéncia mondtona de nimeros reais é propriamente divergente se, e

somente se, é ilimitada.

(i) Se (z,) é uma sequéncia ilimitada nao-decrescente, entao lim x,, = +o0o.
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(ii) Se (z,) é uma sequéncia ilimitada nao-crescente, entdo lim z, = —oo.

Prova: Suponhamos que (z,) é uma sequéncia nao-decrescente. Sabemos
que se (z,) é limitada entao ela é convergente. Portanto, se ela é propri-
amente divergente, entdo tem que ser ilimitada. Se (z,) é ilimitada, ela
nao ¢é limitada superiormente, ja que é limitada inferiormente por ser nao-
decrescente. Entao dado M > 0 existe Ny € N tal que xy, > M. Como (z,,)

é nao-decrescente, se n > Ny, entao z,, > xy, > M. Logo, lim z,, = 4o0.

A afirmagao (ii) se reduz a (i) considerando-se a sequéncia (—z,). O

O seguinte “critério de comparacao” é frequentemente utilizado para

demonstrar que uma sequéncia é propriamente divergente.

Teorema 9.4

Sejam (z,,) e (y,) sequéncias satisfazendo

T < Yn para todo n € N. (9.5)

(i) Se limx,, = +o0, entdo limy, = +oc.
(ii) Se limy, = —oo, entao limz,, = —oc.

Prova: (i) Se limz,, = 400, dado M > 0, existe Ny € N tal que n > N
implica =, > M. Mas entdo, se n > Ny, de (9.5) segue que temos y,, > M, o

que mostra que limy, = +o00.

A afirmagao (ii) se reduz a (i) considerando-se as sequéncias (—x,) e
(_yn)' [

Observacao 9.1
O Teorema 9.4 continua verdadeiro se a condi¢ao (9.5) é ultimadamente

verdadeira: isto é, se existe My € N tal que z,, <y, para todo n > M.

O seguinte resultado também serve como um “critério de comparagao”

e é bastante 1til nos casos em que nao se tem a condigao (9.5).

Teorema 9.5
Sejam (z,,) e (y,) duas sequéncias de nimeros reais positivos e suponhamos

que para algum L > 0 tenhamos
x
lim == = L. 9.6
- (9.6)

Entao lim z,, = 400 se, e somente se, limy, = +o0.
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Prova: Se a condigao (9.6) vale, entao existe My € N tal que
1 T, 3
-L<— <=L para todo n > Mj.
2 Yn 2
Portanto, temos (L/2)y, < =, < (3L/2)y, para todo n € N. A conclusao
segue entao do Teorema 9.4. [
Exercicios 9.1
1. Mostre diretamente da definicao que as seguintes sequéncias sao sequéncias
de Cauchy.
n+1
a :
@ ()
1 1
W (e b d)
2. Mostre diretamente da definicao que as seguintes sequéncias nao sao
sequencias de Cauchy.
(a) ((=1)").
(=1)"
b) (n+ .
() (n+ =)
3. Mostre diretamente da defini¢ao que se (z,) e (y,) sdo sequéncias de
Cauchy, entao (x, + yn) e (z,y,) s@o sequéncias de Cauchy.
4. Seja p € N. Mostre que a sequéncia (z,), com z, := +/n, satisfaz
lim |21, — 2, = 0, mas ela ndo ¢ uma sequéncia de Cauchy.
5. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy satisfazendo z, € Z para todo
n € N. Mostre que (z,) é ultimadamente constante.
6. SeC >0,0<r<1e|r,1— 1z, <Cr"paratodon € N, mostre que
() é uma sequéncia de Cauchy.
7. Se ©1 < x5 sao numeros reais arbitrarios e x,, := %xn_l + %xn_Q para
n > 2, mostre que (z,) é uma sequéncia de Cauchy e encontre lim x,,.
8. Mostre que as seguintes sequéncias sao contrativas e encontre seus li-
mites.
(a) z1:=1e€ zp41 :=1/(2+ x,) para todo n € N.
(b) #1:=2e xy41 =2+ 1/x, para todo n € N.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Defina uma sequéncia contrativa para aproximar uma raiz r da equacao
polinomial #® — 3z 4+ 1 = 0 satisfazendo 0 < r < 1. Encontre um valor

aproximado de r com erro menor que 107%.

Mostre que se (z,) é uma sequéncia ilimitada, entdo ela possui uma

subsequéncia propriamente divergente.

Dé exemplos de sequéncia propriamente divergentes (z,) e (y,) com

yn # 0 para todo n € N tais que:

(a) (x,/yn) é convergente;

(b) (zn/yn) é propriamente divergente.

Mostre que as sequéncias (y/n) e (n/v/n + 1) sdo propriamente diver-

gentes.

Mostre que se limz, = 0 e z,, > 0 para todo n € N, entdo lim(1/x,) =
+00.

Mostre que se lim(z, /n) = L, onde L > 0, entao lim x,, = +00.

Suponha que (z,) é uma sequéncia propriamente divergente e (y,) é

uma sequéncia tal que existe lim(z,y,) € R. Mostre que limy,, = 0.




Séries Numéricas

Aula 10 — Séries Numéricas

Metas da aula: Definir séries numéricas. Apresentar os primeiros re-
sultados para estabelecer a convergéncia e a divergéncia de séries numéricas

bem como exemplos de aplicagao dos mesmos.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber resultados bésicos estabelecendo a convergéncia e a divergéncia

de séries numéricas bem como suas aplicagoes em exemplos concretos.

Introducao

Nesta aula iniciaremos nosso estudo sobre as séries numéricas. Estas
nada mais sdo que sequéncias (s,) onde o termo geral é escrito na forma

Sp = 1 + T9 + -+ - + x,, para alguma sequéncia de nimeros reais ().

Séries Numeéricas

Comecemos com a definicao formal do que vem a ser uma série numeérica.

Definigao 10.1
Se x = (x,) é uma sequéncia em R, entao a série gerada por x é a sequéncia

s = (s,) definida por
§1: =1 € Spy1:=Spt Tnt1-
Assim, temos
Sp =21+ To+ -+ x,, para todo n € N.

Os numeros z,, sao chamados os termos da série e os nimeros s,, sao0 chama-
dos as somas parciais dessa série. Se lim s, existe, dizemos que a série é
convergente e chamamos esse limite a soma dessa série. Se o referido limite

nao existe, dizemos que a série s é divergente.

E usual se adotar as notagoes

Y @ ou imn (10.1)
n=1
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para designar a série (s,) gerada por (z,) como na Definigao 10.1.

No caso de uma série Y x, convergente é usual também usar-se as
notagoes em (10.1) para denotar o lim s,,. Portanto, as expressdes em (10.1)
poderao ser usadas tanto para denotar a série, seja ela convergente ou diver-
gente, como o limite da mesma, no caso em que for convergente. Quando
houver risco de confusao sera mencionado explicitamente o significado dessas

expressoes no contexto em questao.

Em alguns casos, a sequéncia x geradora da série pode estar definida

a partir de um indice inicial ng € N U {0} diferente de 1, como ng = 0,2, 5,

(o)

nene- [ tais casos usaremos a notagao

o0
D

n=ng

ete, isto é, x := (x,)

para denotar tanto a série como o seu limite, no caso em que este existe. Por

exemplo,
=1 - n
> , etc.
;n! ;(n—l)(n—Q)(n—S)

Exemplos 10.1
(a) Voceé certamente ja estd bastante familiarizado com as séries geométricas.
Uma tal série é gerada por uma sequéncia da forma x := ("), onde

r € R e, portanto, se escreve

Sort=Tdr i (10.2)

n=0

Como j4a foi visto anteriormente, se |r| < 1, entdo a série converge a
1/(1 —r). De fato, se s, := 1 +r+7*+---+ 7" paran > 0, tomando

a diferenca entre s, e r vezes s,, obtemos apds simplificacoes

Sl —7)=1— "t

Portanto,
1 TnJrl
S, = i
"l—r 1—=7’
donde segue que
1 ’r|n+1
Sp — < .
1—r |1 —7|

Como |r|"** — 0 quando |r| < 1, concluimos que a série (10.2) converge
al/(1—r)selrl <1.
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(b)

Consideremos a série gerada por ((—1)")r:

(0.)
(1) =1—1+1—1+--. (10.3)
n=0
Temos entao que s, =1 sen >0 ¢ par e s, =0 se n é impar; isto ¢, a
sequéncia de somas parciais é (1,0,1,0,...). Como essa sequéncia nao

é convergente, a série (10.3) é divergente.

Consideremos a série Y 1/n(n + 1) e investiguemos a existéncia do

limite

i1—1+1+1+ (10.4)
nin+1) 1-2 2.3 3.4 ‘ ‘

n=1

O truque para analizar essa série é observar que

1 1 1

k(k+1) k k+1
Portanto, somando-se essas igualdades de k£ = 1 até n e notando-se que
os membros a direita formam uma “soma telescépica”, i.e., (a1 — az) +
(ag —az) + (a3 — ayg) + -+ + (apn—1 — ap) + (@ — apy1), com ax = 1/k,
obtemos

11

Tl Tt

donde segue que s, — 1. Portanto, a série (10.4) converge a 1.

Apresentamos a seguir uma condigao necessaria imediata para a con-

vergéncia de uma série, que é bastante 1til para determinar casos em que ha

divergéncia, porém nao ¢ suficiente para determinar convergéncia.

Teorema 10.1

Se a série ) x,, converge, entao limz,, = 0.

Prova: Pela Defini¢ao 10.1 a convergéncia de Y |z, significa que lim s,, existe.

Agora, x, = s, — s,_1. Com s, e s,_; convergem ao mesmo limite, x,

converge e limx, = lims, —lims,_; = 0. [l

Exemplos 10.2

(a)

(b)

A série geométrica (10.2) diverge se |r| > 1.

Isso segue imediatamente do fato de que o termo geral ™ nao converge
a 0 quando |r| > 1.

A série harmonica  1/n diverge.
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Esse fato foi visto em aula anterior no Exemplo 8.1 (d) onde mostramos
que son > 14n/2 e, portanto, s, nao é limitada. Essa série constitui um
dos mais simples exemplos de que a condi¢ao lim z,, = 0 nao é suficiente
para garantir a convergéncia da série, j& que nesse caso r, = 1/n

satisfaz tal condicao.

O seguinte Critério de Cauchy é uma simples reformulacao para séries
do Teorema 9.1 homoénimo para sequéncias. A prova é idéntica a do Teo-

rema 9.1 e, portanto, vamos omitir.

Teorema 10.2 (Critério de Cauchy para Séries)
A série Y x,, converge se, e somente se, para todo £ > 0 existe Ny = Ny(e) €

N tal que se m > n > Ny, entao
|Sm — Sn| = [Tns1 + Tpao + -+ 20| <e. (10.5)

O préximo resultado é consequéncia imediata do Teorema da Sequéncia

Monétona e é de grande utilidade.

Teorema 10.3
Seja () uma sequéncia de nimeros reais ndo-negativos. Entao a série ) x,,
converge se, e somente se, a sequéncia s = (s,,) das somas parciais é limitada.
Nesse caso,

e}

an = lims,, = sup{s, : n € N}.

n=1
Prova: Como z, > 0, a sequéncia s = (s,,) das somas parciais ¢ monétona
nao-decrescente, 51 < s9 < -+ < s, < ---. Pelo Teorema 8.1 (da Sequéncia
Monétona), a sequéncia s converge se, e somente se, é limitada, em cujo caso

seu limite é igual a sup{s, : n € N}. O

Exemplos 10.3
(a) Mostremos diretamente que a série harmonica »_ 1/n nao satisfaz o

Critério de Cauchy para séries.
De fato, se m > n temos

1
S, — Sp = _|__|_
n+1

> —1-

1 n
m m m

Em particular, se m = 2n temos sg, — s, > 1/2 para todo n € N, o
que mostra que a série nao satisfaz a condigao (10.5) no Teorema 10.2

para € < 1/2.
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Uma outra forma engenhosa de mostrar a divergéncia da série harmonica
é a seguinte prova por contradigdo. Suponhamos que > 1/n seja con-
vergente e ponhamos s = Y > 1/n. Como t, = > ,_ 1/(2k—1) <
Son—1 € Up = » 1, 1/(2k) < s9,,, temos entdo que as séries y_ 1/(2n —
1) e >>1/(2n) também sdo convergentes (por qué?). Ponhamos t =
limt, => 7 1/(2n—1)eu =limu, = >, 1/(2n). Como u,, = s,/2
e Sop =ty + Uy, temos u = s/2 e t = s/2 (por qué?). Agora,

n

1 1 & 1 1
. — ) = - >
= =3 (Qk— 1 2/<:) 2 (2 —1) = 2

k=1 k=1

e, portanto, temos

1
0= zlimtn—limun2§>0,

NNV

S
2

o que nos da uma contradi¢ao, provando que Y 1/n diverge.

> 1
A 2-série ), — ¢ convergente.
n=17

Como as somas parciais formam uma sequéncia crescente (s,), basta
mostrar que (s,) possui uma subsequéncia que é limitada (por qué?).
Seja k, = 2" — 1 e mostremos que (s, ) é limitada. Temos s, = s1 =1

e paran > 1

1 /1 1 11 1 1

Skn:I+(§+—32)+(E+?+@+ﬁ>
1 1

+"'+(W+'“+m)

cir A2
22 42 (2n71)2
1 1

1
— 1 ...
ot mt ot o

<i(%):2

Logo (s, ) é limitada, o que mostra que Y 1/n? converge.

(o)
A p-série Y — converge quando p é um numero real com p > 1.
n=1 TV

No caso em que p é irracional n? := eP!°8": a funcao exponencial e® e
sua inversa log = serao definidas rigorosamente e estudadas mais adiante

neste curso. Por ora, se preferir, vocé pode pensar que p é racional.
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A demonstracgao é totalmente similar a que foi feita para o caso p = 2.
De novo, vamos mostrar que a subsequéncia (s,,) ¢ limitada, onde
ng=2—1es,=>,_,1/kP, e dessa forma provar a convergéncia da

sequéncia crescente s,. Como no caso p = 2, temos

S U S WA SN B S
Sk T 1T\ 20 T3 w5 e e

) 4 anl
< +§+4_p+ +(2n_1)p
1 1 1
=ttt T g

/1N
<; op—1 ) 1 _9-(-1)"

Portanto, o Teorema 10.3 implica que a p-série converge quando p > 1.

> 1
(d) A p-série ) — diverge quando 0 < p < 1.
n=1 "N

Como n? < n quando 0 < p < 1, temos que as somas parciais da p-série
Sp = Zzzl 1/n? sdo maiores que as somas parciais correspondentes da
série harmonica h, = Y ,_, 1/n; s, > h,. Como a sequéncia h, —
+00, 0 mesmo vale para s, (por qué?), o que prova que a p-série diverge
se 0 <p< 1.

(e) A série harmonica alternada, dada por

iﬁ£:1—%+%—---+(_yn+--- (10.6)

n=1
é convergente.

Ponhamos s, = > _,_,(=1)¥!/k. Temos

11 . 11 P 1 1
Sn: _ — = _ — = - ,
2 1 2 3 4 n—1 2n

0 que mostra que a subsequéncia (ss,) é crescente. Da mesma forma,

vemos que a subsequéncia (sg,_1) é decrescente, ja que

111 11 1 1
Sl =17\ 7 3 15 om  m+1)°

Como 0 < Sg, < Son + 1/(2n + 1) = S9,41 < 1, concluimos que essas

duas subsequéncias convergem, pois sao limitadas inferiormente por
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0 e superiormente por 1, e para o mesmo limite, devido a igualdade
Son + 1/(2n + 1) = s2,41. Logo a sequéncia de somas parciais (sy,)

converge, provando que a série harmonica alternada é convergente.

Testes de Comparacao

Em seguida vamos apresentar dois resultados simples que indicam como
determinar a convergéncia de uma série por meio de comparagao com uma

série cuja convergencia ja esteja estabelecida.

Teorema 10.4 (Teste da Comparagao)
Sejam x = (z,) e y = (y,) sequéncias em R e suponhamos que para algum
ng € N se tenha

0<x, <yn para n > ng. (10.7)

Entao:
(i) A convergéncia de )y, implica a convergéncia de ) x;
(ii) A divergéncia de > z,, implica a divergéncia de ) y,.

Prova: (i) Suponhamos que )y, seja convergente e, dado € > 0, seja Ny =

Ni(e) tal que se m > n > Ny, entao
Ynt1 + -+ Ym < €.
Se m > n > Ny := max{ng, N1}, entao segue que
O0<zpt1+-+Tm < Ynt1+ -+ Un <&,

donde segue a convergéncia de Y z,.

A afirmacao (ii) é a contrapositiva de (i). O

O seguinte resultado é bastante 1til em casos em que ¢é dificil estabelecer

as desigualdades em (10.7).

Teorema 10.5 (Teste da Comparagao Limite)
Sejam x = (x,) e y = (y,) sequéncias de niimeros estritamente positivos e

suponhamos que existe o seguinte limite em R:

r = lim (ﬁ) . (10.8)

Yn

Temos:
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(i) Ser # 0entao ) x, é convergente se, e somente se, Y y,, é convergente.

(ii) Ser =0 e se Yy, é convergente, entao »_ x, é convergente.

Prova: (i) Segue de (10.8) que existe Ny € N tal que 3r < z,/y, < 2r para
n > Ny, donde
gyn <z, <2ry, para n > Nj.

Aplicando o Teste da Comparagao 10.4 duas vezes, obtemos a afirmagcao (i).

(ii) Se r = 0, entao existe Ny € N tal que
0<z, <yn para n > Ny (por qué?),

de modo que podemos aplicar diretamente o Teorema 10.4.

Exemplos 10.4
(a) A série >_1/(n* +n + 1) é convergente.

Claramente temos
0< L < L
n2+n+1-" n?
Logo, a convergéncia dessa série segue da convergéncia da 2-série pelo

Teorema 10.4.

(b) A série Y. 1/(n* — 3n + 3) é convergente.

De fato, seja ,, = 1/(n* — 3n + 3) e y, = 1/n% Observe que nao vale

Ty < Y,. Mas temos

Tn, n? 1

Yn T n2—3n+3 1—(3/n)+ (3/n?) -

Logo, podemos aplicar o Teste da Comparacao Limite 10.5 para con-
cluir que a série dada converge, como consequéncia da convergéncia da

2-série.

(c) A série > 1/+/n+ +/n é divergente.
Facamos z,, := 1/y/n+ \/n ey, := 1/\/n. A série 3"y, é a 3-série que

é divergente. Temos

T, NLD 1

Yn n+\/ﬁ:\/1+1/ﬁ_>1'

Logo, segue do Teste da Comparacao Limite que a série dada diverge.
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(d) A série > — ¢ convergente. Aqui, usamos a convencao 0! := 1.
n=0 TV

J& vimos em aula passada que a sequéncia das somas parciais dessa
n 1\

série, (Z H) , converge e seu limite define o niimero e. Vamos,

no entanto, dar outra prova desse fato, usando o Teorema 10.4. Com

efeito, temos

1 1
m S m para n Z 2.
Como a série —— coincide com a série —— (por qué?
nzgn(n—l) 7121”(”4‘1) (por qué?)

e esta tltima converge, pelo Exemplo 10.1 (¢), concluimos pelo Teo-

rema 10.4 que a série dada converge.

Exercicios 10.1
1. Use o Critério de Cauchy para Séries para provar as seguintes proposigoes:

(a) Para todo m € N a série > _ z,, converge se, e somente se, a série

> Zpim converge. Nesse caso, temos

o] 00
E Lnd4m = E Ty
n=1

n=m-+1

(b) Se > x, e >y, sao séries convergentes e a,b € R, entao a série

> (ax, + by,) converge e vale

Z(amn—l—byn —aan—i—ben

n=1

2. Use somas telescopicas para estabelecer os seguintes limites:

o9 1
W L my "
S 1 1
(b) Z(a+n)(a+n+1) aseaERe—agﬁNU{O}
= 1 1
(c) 2 nn+)n+2) 4

3. Use o Critério de Cauchy para Séries para mostrar que a série > (senn)/n?

é convergente.

4. Use um argumento semelhante ao usado no Exemplo 10.3 (e) para

= (="

mostrar que a série » é convergente.
n=1 \/ﬁ
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5. Investigue a convergéncia ou divergéncia das seguintes séries:

(a) >21/(n* —n+1);

(b) >>1/v/n?—3n+3;

(c) 1/ (n? +n+2)¥%

(d) S>1/(n® —n? 4 1)Y3,

6. Seja Y z, tal que (z,) é uma sequéncia decrescente de nimeros es-

n+1
tritamente positivos. Se (s,) denota a sequéncia das somas parciais

mostre (agrupando os termos de syn de dois modos distintos) que

1
—(x1 + 294 -+ 2"w9n) < 590 < (xl 4+ 229 4+ -+ 2"_1x2n_1) + Ton.

2
oo
Use essas desigualdades para mostrar que » | x,, converge se, e somente
n=1
o0
se, > 2"xgn converge.
n=1

Esse resultado ¢ muito poderoso e é freqiientemente chamado Teste da

Condensacao de Cauchy.

7. Use o Teste da Condensacao de Cauchy para estabelecer a divergéncia

das séries:

0 1
(2) ;::2 nlogn’
o0 1

(b) 71;3 n(logn)(loglogn) /
o 1
(c) 24 n(log n)(log log n)(loglog log n)”

8. Use o Teste da Condensacao de Cauchy para estabelecer a convergéncia

das séries

- 1 - 1
Z n(logn)?’ Z n(logn)(loglogn)?’

n=2 n=3

CEDERJ




Convergéncia Absoluta e Ndo-Absoluta de Séries

MODULO 1 - AULA 11
Aula 11 — Convergéncia Absoluta e

Nao-Absoluta de Séries

Metas da aula: Definir os conceitos de séries absolutamente conver-
gentes e séries condicionalmente convergentes. Apresentar o Teorema dos
Rearranjos para séries absolutamente convergentes. Apresentar os princi-
pais testes para a convergencia absoluta de séries. Apresentar o teste para

convergéncia de séries alternadas.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber os conceitos de convergéncia absoluta e convergéncia condicional

(ou ndo-absoluta) de séries.

e Saber o Teorema dos Rearranjos para séries absolutamente conver-

gentes.

e Conhecer e saber aplicar os principais testes para estabelecer a con-
vergéncia absoluta de séries, bem como o teste para a convergéncia de

séries alternadas.

Introducao

Nesta aula vamos estudar a importante nocao de convergencia abso-
luta de uma série assim como os principais testes para a verificagao dessa

convergencia.

Convergéncia Absoluta de Séries

Iniciemos com a defini¢ao de convergéncia absoluta de uma série numérica.

Definicao 11.1

Seja x = (x,) uma sequéncia em R. Dizemos que a série Y x, é absolu-
tamente convergente se a série y  |x,| é convergente. Dizemos que a série
é condicionalmente convergente (ou nao-absolutamente convergente) se ela é

convergente mas nao é absolutamente convergente.

O exemplo classico de série condicionalmente convergente é o da série
(_1)n+1

harménica alternada , que converge, como vimos no Exemplo 10.3 (e),
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1
mas cuja série de valores absolutos ¢ a série harmoénica ) | — cuja divergéncia
n

ja verificamos em varias oportunidades.

O seguinte resultado mostra que a nocao de convergéncia absoluta de

uma série é mais forte que a de convergéncia simplesmente.

Teorema 11.1

Se uma série Y x, é absolutamente convergente, entao ela é convergente.

Prova: Como ) |z,| converge, o Critério de Cauchy para Séries 10.2 implica

que, dado € > 0, existe Ny € N tal que se m > n > Ny, entao
|Trg1| + |Tpg| + -+ Jzm| <e.

Mas entao, se (s,,) ¢ a sequéncia das somais parciais de ) z,,, a desigualdade

triangular nos da
1Sm — S| = |Tns1 + Tngo + -+ T| < Tpga| + |Tpa2| + -+ |zm] <e.

Como € > 0 é arbitrério, segue do Critério de Cauchy que > x,, converge.[]

Dada uma série >z, e uma bijecdo ¢ : N — N obtemos uma nova
7z . / , _ aE / ~ . .
série ) ), fazendo x], = x,(n). Os termos da nova série ) |z}, sao iguais aos

da série ) z,, mas estao ordenados de modo distinto.

Definigao 11.2
Dizemos que uma série Y ! é um rearranjo de uma série Y x, se existe

uma bijecao ¢ : N — N tal que z], = z,(,) para todo n € N.

O seguinte resultado afirma que os rearranjos nao alteram as somas das

séries absolutamente convergentes.

Teorema 11.2 (Teorema dos Rearranjos)
Seja Y x, uma série absolutamente convergente. Entdo qualquer rearranjo

> al de > x, converge ao mesmo valor.

Prova: Suponhamos que ) z,, converge a s € R e seja (s,) a sequéncia das
somas parciais. Assim, dado € > 0, existe N7 tal que se n > Ny e m > Ny,

entao
m

s —su| <e e Z |z < e.
k=N1+1

Seja ¢ : N — N uma bijecao qualquer. Ponhamos @], = 2, e seja (s),) a

sequéncia das somas parciais de Y z,. Seja Ny = sup{¢(1), »(2),...,¢(N1)}.
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Entao todos os termos x1, xs, ..., 2N, estao contidos como parcelas na soma

/ —
SNO_

/ / / X / A
Ty +xy+ -+ Ty, Segue que se I > Ny, entao s; — s, ¢ a soma de um

numero finito de termos x; com indice k > N;. Logo, para algum m > N;

temos

m

[s)—sal < ) ol <e

k=N1+1

Portanto, se [ > Ny, entao temos

Como

ls; — s| < |s]— sp| + |80 — 8| <e+e=2e.

e > 0 ¢ arbitrario, concluimos que ) z/, converge para s. O

Exemplos 11.1

(a)

Seja > x, uma série condicionalmente convergente. Definamos p,, :=
(|zn|+2,)/2 = max{z,,0} e ¢, := (|zp| —2,)/2 = max{—z,,0}. Entao
as séries » p, e > g, sdo ambas divergentes. Os nuimeros p,, e ¢, Sao

chamados parte positiva e parte negativa de x,,, respectivamente.

De fato, como z, = p, — ¢n € |Tn| = pu + ¢, entdo s, = P, — Q,
e S, = P, + @y, onde (s,), (Sn), (P,) e (@Q,) sdo as sequéncias das
somas parciais de >z, > |Znl, D Pn € D qn, respectivamente. Temos
que S, — 400, jd que Y x, é condicionalmente convergente. Como s,
converge, a igualdade s,, = P, — ), implica que se P, converge, entao
@), converge, e vice-versa. Nesse caso, entao terifamos a convergéencia

de P, + @, contradizendo o fato de que S,, — 4o0.

Considere as séries

1 1 1
Z:L‘nzl—?-l—?—ﬁ‘l—?—@‘l—"'
;L 1 1 1 1 1
an_1+§—§+5—2+5——+~-,
onde > z! é um rearranjo de ) x, no qual dois termos positivos sao

sempre seguidos de um termo negativo.

A bijecao ¢ : N — N correspondente é definida por ¢(3k —2) = 4k — 3,
©(3k — 1) = 4k — 1 ¢ p(3k) = 2k para todo k € N. Note que se I é o
conjunto dos nimeros naturais impares, entao I = {4k —3 : k € N} U
{4k—1 : k € N} ao passo que {4k—3 : k e N}N{4k—1 : k € N} = 0.
Por outro lado, {3k —1 : k€ N}, {3k —2 : ke N} e {3k : k € N}
sao trés subconjuntos infinitos de N, disjuntos dois a dois, cuja uniao é

N. Portanto, ¢ é, de fato, uma bijegao (por quée?).
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A série Y (—1)""!/n? é absolutamente convergente pois os valores ab-
solutos de seus termos formam a 2-série > 1/n* que ja vimos que é
convergente no Exemplo 10.3 (b). Logo, as séries Y x, e > x} consi-

deradas neste exemplo convergem ao mesmo limite, pelo Teorema 11.2.

Considere as séries

Zw —1_1+1_1+1_1+
" 2 3 4 5 6
Zx’—ul—l LR

no 3 2 5 7 4

Como no item anterior, > x!, é um rearranjo de ) z,, onde a bijegao ¢ é
a mesma definida em (b). Sabemos que a série Y | x,, é condicionalmente

convergente. Seja s = > - x,. Temos

s ,
Com relagao a série > ], como

LI Lt 1ty todo k € N
k-3 dk—1 2% 4k 1k 2% pata todo ’

temos s5 < si < sy < ---, onde (s]) é a sequéncia das somas parciais

de Y x!. Além disso, como

| 1 1 111
SR S S todo k € N
ok Tl Taka3 ok T Tk para todo k€ 1,

concluimos que

+ 1+1+1 +- ! + ! + ! 1<4
2 57 2(n—1) 4n—-3 4n—-1) 2n 3

para todo n € N. Logo, a subsequéncia (sj,) da sequéncia (s),) ¢

convergente. Seja s’ := lim s5,.
Dado qualquer n € N, temos n € {3m — 2,3m — 1,3m} para algum
m € N (por qué?). Assim,

|87, = &'] < |8" — s3] 4 |57, — 83,
1 n 1
Adm —3  4dm—1

< |S/ - ng’ + ’xgm—2‘ + |‘Z{">m—1’ = |$/ - ng‘ +
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Como 3m — 2 < n < 3m, temos que se n — +o0 entao m — +oo e
vice-versa. Dai deduzimos facilmente que toda a sequéncia s, converge
elims) = 5. Além disso, temos
s’ = lim st >s':§>s
k00 3k 3 6 :
Portanto, a série > x! converge a uma soma diferente daquela da série
> x,, da qual ela é um rearranjo.
Se > xp,, Y. xl, s e s sdo como no item anterior, entao s’ = (3/2)s.
Isso pode ser provado com o seguinte truque. Temos
s 1 1 N 1 1 N
2 2 4 6 8
Assim, podemos escrever
1 1+1 1+1 1+1 1+
S = - — —_ — = _ — = _ — = .
2 3 4 5 6 7 8
s 1 1 1 1
S =0+-+0—~+0+-+0— = +---
2 2 4 6 8
Somando-se termo a termo obtemos
3s +1 1+1+1 1+
2 3 2 5 7 4 ’
0 que mostra que s, converge para (3/2)s.
Diz-se que uma série » _ x, é comutavelmente convergente quando qual-
quer rearranjo dela Y x/ converge para a mesma soma. Em particular,
uma série comutavelmente convergente é convergente. O Teorema dos
Rearranjos 11.2 afirma que toda série absolutamente convergente é co-
mutavelmente convergente.
O seguinte resultado mostra que vale a reciproca, isto é, > x,, é comu-
tavelmente convergente se, e somente se, Y x, é absolutamente con-
vergente:
“Se >z, é condicionalmente convergente entao, dado qualquer ¢ € R,
existe um rearranjo » !, de Y x, cuja soma é igual a ¢.”
A afirmacao anterior ¢ um lema devido a BERNHARD RIEMANN (1826-
1866). Riemann é considerado por muitos um dos maiores mateméaticos
de todos os tempos, tendo feito contribuicoes fundamentais a Analise
e Geometria Diferencial dentre outras areas da Matematica.
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Segue desse lema de Riemann, em particular, que séries condicional-
mente convergentes nao sao comutavelmente convergentes, o que prova
a reciproca do Teorema 11.2, ou seja, que se uma série ¢ comutavel-
mente convergente entao ela é absolutamente convergente. Apresenta-

mos a demonstracao do lema na secao Prossiga ao final desta aula.

Testes para Convergéncia Absoluta

A seguir enunciaremos e provaremos alguns dos principais testes para

a verificacao da convergéncia absoluta de séries.

Teorema 11.3 (Teste da Comparagao Limite IT)
Sejam x = (z,) e y = (y,) sequéncias de nimeros reais com y, # 0 para

todo n € N e suponhamos que exista

Tn

Yn

r = lim (11.1)

Temos:

(i) Se r # 0, entdao Y x, é absolutamente convergente se, e somente se,

>y, é absolutamente convergente.

(ii) Ser =0 e Yy, é absolutamente convergente, entao »_ z,, ¢ absoluta-

mente convergente.

Prova: Esse resultado segue imediatamente do Teorema 10.5. 0]

O seguinte teste é devido a Cauchy e por isso é também conhecido como
Teste de Cauchy.

Teorema 11.4 (Teste da Raiz)

Seja x = (z,) uma sequéncia em R.
(i) Se existe r € R com r < 1 e Ny € N tais que
|z, | < r para n > Ny, (11.2)

entdo a série »_ x, é absolutamente convergente. Em particular, se

1/n

existe 7 := lim |z, |/ e T < 1, entao vale a mesma conclusao.

(ii) Se existe uma subsequéncia (z,, ) de (z,) satisfazendo
|2, |V > 1 para todo k € N, (11.3)

entao a série Y _ x, é divergente.
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Prova: (i) Se (11.2) vale, entao temos |x,| < r"™ para n > Ny. Como a série
geométrica » _ r" é convergente para 0 < r < 1, o Teste da Comparagao 10.4
implica que Y |z,| é convergente. No caso em que existe 7 := lim |z, |'/"

7 < 1,dado 0 < e <1—7, podemos obter Ny € N tal que |xn|1/" <r+e<l1

€

para todo n > Ny e, assim, vale (11.2) com r:=7+¢ < 1.

(ii) Se (11.3) vale para uma subsequéncia (z,,) de (x,) entdo z, nao

converge a zero e o Teorema 10.1 implica que ) x,, é divergente. U

Observacao 11.1

I/n — 1 o Teste da Raiz ndo permite que se tire qualquer

Quando lim |z, |
conclusao quanto a convergéncia ou divergéncia da série. Por exemplo, ambas
as séries > 1/n% e Y 1/n satisfazem |z,|'/™ — 1 (por qué?). No entanto, a

primeira série é convergente enquanto a segunda é divergente como ja vimos.

O seguinte teste é também conhecido com Teste de D’Alembert em re-
feréncia ao grande matematico e fisico francés JEAN LE ROND D’ ALEMBERT

(1717-1783) que foi quem primeiro o enunciou e provou.

Teorema 11.5 (Teste da Razao)

Seja x = (x,,) uma sequéncia de nimeros reais nao-nulos.

(i) Se existe r € Rcom 0 <7 < 1e Ny € N tais que

xn—&—l

<r para n > Ny, (11.4)

Tn

entdo a série Y x, é absolutamente convergente. Em particular, se

existe 7 := lim(|x,41|/|2n|) € 7 < 1, entao vale a mesma conclusao.

(ii) Se existe Ny € N tal que

Tn41

>1 para n > No, (11.5)

Ty
entdo a série Y  x, é divergente. Em particular, se existe 7 := lim(|x,41|/|2x])

eT > 1, entdo > x, é divergente.

Prova: (i) Se vale (11.4) entao podemos provar usando Indugao Matematica
que |Tnyt1+4m| < [Tnp+1]|r™ para todo m € N. De fato, a afirmagao vale para

m = 1 e supondo que ela valha para algum k£ € N temos

|2 Ngt 14061 | < Tl2Ngr1ak] < r([Enge|r®) = |2ngaa [P

o que conclui a prova por indugao. Assim, para n > Ny os termos em »  |z,|

sdo dominados por uma constante (|zy,+1|) multiplicando os termos na série
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geométrica » 7" com 0 < r < 1. Logo, o Teste da Comparagao 10.4 implica

que »_ |x,| é convergente.

No caso em que existe 7 := lim(|z,+1|/|zn]) € 7 < 1, tomando 0 < € <
1 — 7, obtemos que existe Ny € N tal que (11.4) vale comr =7 +¢ < 1, e

entao podemos aplicar o resultado ja provado.

(ii) Se vale (11.5), de novo um simples argumento por indugao prova
que |Tny414m| > |Tng+1| para todo m € N. Logo, x, ndo converge a 0 e,
portanto, o Teorema 10.1 implica que a série > z,, é divergente.

Da mesma forma, se existe 7 := lim(|z,41|/|z,|) € 7 > 1, tomando 0 <
e < T—1, temos que existe Ny € N tal que |z,,41|/|zn| > 7—e > 1. Portanto,

(11.5) vale e podemos aplicar o resultado que acabou de ser provado. [l

Observacao 11.2

Quando lim(|z,41|/]z,|) = 1 nada pode ser afirmado quanto a convergéncia
ou divergéncia da série > x,. Por exemplo, a série >_(1/n?) é convergente ao
passo que a série » (1/n) é divergente, como ja vimos, mas ambas satisfazem

essa condigao (por qué?).

Exemplos 11.2

(a) Sejam a,b € R com b > 1 e g € N. Mostraremos que as séries sy :=
d(a™/nl), so:= > (n!/n") e s3:= > (n?/b") sdo convergentes.
Vamos aplicar o Teste da Razao 11.5. No caso de s; temos

ol _ Jat nl ol
|z, (n+Dlal® n+1

)

o que implica a convergéncia da série pelo Teorema 11.5. No caso de

Sy temos
[Tny1] 4+ A" (n+1)n!

lz,] (n4+D" Tl (n+D(n+ 1) nl

B (nLJrl) B (1+11/n)" —le<l

e a convergencia da série segue do referido teste. Finalmente, para s3

temos | 1) 11 ]
Ln+1 n
= —=1+-)1-—=-x<1
PR R i S A

b
o que, pelo Teste da Razao, implica a convergéncia da série.

(b) Sejam (z,) uma sequéncia em R e a,a’,b,t/ € R, com a’ <aeb < V.
Mostraremos que se existe Ny € N tal que

Tn+1
Tn

> a para n > Ny, (11.6)
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entao existe Ny € N tal que

Un>a  paran> N (11.7)

|xn|

Analogamente, se existe Ny € N tal que

Tn+41
Ty

<b para n > N, (11.8)

entao existe N; € N tal que

|z, |V < ¥ paran > Nj. (11.9)
Com efeito, suponhamos que existe Ny € N tal que valha (11.6). Dado
qualquer m € N com m > Ny+1, multiplicando as desigualdades (11.6)
comn = Ny+1,Ny+2,...,m — 1 obtemos

|.fL'm| m—Ng—1 No

ouseja  |r,,] < Ka™, com K :=a " |zy 1]

Extraindo a m-ésima raiz na ultima desigualdade obtemos
|2 |V < KM,

Como K™ — 1 e d > a, existe N; € N tal que se m > N; entdo

KY™a < d', o que implica (11.7) e prova a primeira afirmacao.

A prova da segunda afirmagao, relativa as desigualdades (11.8) e (11.9),

¢ inteiramente andloga e deixaremos para vocé como exercicio.

Suponha que existe 7 := lim(|x,11|/|z,|). Entdo lim |z, |'/" = 7.
De fato, dado qualquer £ > 0, tomando no exemplo anterior a,a’, b, t’
satisfazendo @' :=7F —e <a<rFer <b<V :=7F+¢, concluimos que

existe N7 € N tal que se m > N; entao

1/m

T—e<|zy|'™<rF+e.

Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que lim |z, |'/" = 7.

Os fatos provados nos itens anteriores (b) e (¢) mostram que se o Teste
da Razao é capaz de indicar a convergéncia de uma série, entao o Teste
da Raiz também serd capaz de fazé-lo, embora o Teste da Razao é

frequentemente mais facil de ser aplicado.

MODULO 1 -

153

AULA 11

CEDERJ



Convergéncia Absoluta e Ndo-Absoluta de Séries

ANALISE REAL !

CEDERJ |

Contudo, existem casos em que o Teste da Raiz pode afirmar a con-
vergéncia de uma série para os quais o Teste da Razao nao é aplicavel.
Um exemplo disso é fornecido pela série

1 1 1 1

1 1 1
(s e e N
St e T I Tt s T s e T

que é um rearranjo da série geométrica s := > 1/2"=Y onde a bijecdo
¢ : N — N ¢ definida por ¢(2k) = 2k — 1, ¢(2k — 1) = 2k para todo
k € N. Como s é absolutamente convergente, sabemos do Teorema
dos Rearranjos 11.2 que s’ converge para uma soma igual a de s. A

convergéncia de s’ é confirmada pelo Teste da Raiz ja que

= 1
lim ‘l’gk_1|1/(2k_1) = lim 27% = 5 lim 21/(2k—1) N

N

L1
lm |2,V = lim 2~ "% = 5 lim U2k _, =

DO | —

e, portanto, lim|z,|'" = 1/2 < 1. Por outro lado, o Teste da Razdo
nao ¢ aplicavel j& que |xog|/|Tor—1| = 2 > 1 € |wopr1|/|z2k] = 1/8 < 1
para todo k € N.

Séries Alternadas

Grande parte das séries condicionalmente convergentes é formada por

“séries alternadas” cuja definicao damos a seguir.

Definicao 11.3

Diz-se que a sequéncia de nimeros reais x = (z,) é alternada se z,x,,1 <0
para todon € N. Assim, 11 < 0= 2o >0=>23< 0= - ex; > 0=
re < 0= x3>0=---. Se asequéncia (x,) é alternada, dizemos que a série

> x, é uma série alternada.

Tipicamente, uma série alternada é escrita na forma > (—1)""a, (ou
> (—=1)"a,) onde (a,) é uma sequéncia de niimeros positivos.

O principal resultado sobre séries alternadas é o seguinte teste que nos
fornece, em particular, um modo muito simples de construir e de identificar
séries condicionalmente convergentes. Esse teorema ¢é também conhecido
como Teste de Leibniz em referéncia ao grande filésofo e mateméatico GOT-
TFRIED VON LEIBNIZ (1646-1716) a quem sua descoberta ¢é atribuida.

Teorema 11.6 (Teste das Séries Alternadas)
Seja (a,) uma sequéncia decrescente de niimeros estritamente positivos com

lima, = 0. Entao a série Y (—1)""a, é convergente.
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Prova: Seja (s,) a sequéncia de somas parciais da série Y (—1)"*'a,. Como

Son = (a1 — az) + (a3 — aq) + - -+ + (@201 — G2n),
e ar — ax+1 > 0, segue que a subsequéncia (sy,) de (s,) é crescente. Como
Sop = A1 — (az - a3) - (a2n—2 - a2n—1) — Q2np,

segue também que sy, < a; para todo n € N. Portanto, o Teorema da
Sequéncia Moné6tona 8.1 implica que a subsequéncia (sg,) converge para al-

gum s € R. Agora, temos So,_1 = S2,, + ao, €, portanto,
|Son—1 — 8| < [S2n—1 — San| + |5 — Son| = a2, + |5 — S2,] para todo n € N.

Dai decorre facilmente, usando o fato de que as, — 0 e |s — s9,| — 0, que
a subsequéncia (sg,_1) também converge a s. Concluimos entao que toda a

sequéncia (s,) converge a s (por qué?). Logo, > (—1)""a, é convergente.[]

Exemplos 11.3
Como exemplo de aplicacao imediata do Teste das Séries Alternadas 11.6

temos a atestagao da convergéncia das séries

> —(_\%H e Y (—1)"log(1+ %),

ja que as sequéncias de nimeros positivos (1/4/n) e (log(1+1/n)) sdo ambas
decrescentes e convergem a 0.
Ambas sao condicionalmente convergentes. De fato, a primeira porque
> (1/4/n) é a 1/2-série que sabemos ser divergente pelo Exemplo 10.3 (d).
A segunda porque

n n

kz:;log(l + %) = kz:;log (%) = (log(k + 1) —log k) = log(n + 1).

k=1

Como log(n + 1) — 400, segue que a série Y log(1l + 1/n) diverge.

Exercicios 11.1
1. Diz-se que uma série € limitada se a sequéncia de suas somas parciais é
limitada. Mostre que se uma série limitada contém apenas um ntmero

finito de termos negativos, entao ela é absolutamente convergente.

2. Mostre que se uma série » | z/ é um rearranjo de uma série absoluta-

mente convergente »  x,, entao y_ x, é absolutamente convergente.
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. Mostre que se (y,) ¢ uma sequéncia limitada e ) x,, ¢ uma série abso-

lutamente convergente, entao a série Y x,y, ¢ absolutamente conver-

gente. (Dica: Use o Critério de Cauchy.)

. Encontre uma expressao explicita para a n-ésima soma parcial de

> log(l—1/n?)

para mostrar que esta série converge a — log 2. Diga se a convergéncia

é absoluta ou condicional.

. Sejam (x,, ) € (., ) duas subsequéncias de uma sequéncia (z,) e supo-

nhamos que os subconjuntos infinitos de N constituidos pelos valores
de (ng) e (my), N ={ng : k € N} e N = {my, : k € N}, satisfacam
NUN' =NeNNMNN' = (. Mostre que a série Y x, é absoluta-
’ . o0 o0 ~
mente convergente se, e somente se, as séries Y -, Tp, € > 1| Ty, SAO

absolutamente convergentes.

. Estabeleca a convergéncia ou a divergéncia das séries cujo n-ésimo

termo é:

(a) 1/(n+1)(n+ 2).
(b) n/(n+1)(n+ 2).
(c) 21/,
(d) n/2".

. Discuta a convergéncia ou a divergéncia das séries cujo n-ésimo termo

(para n suficientemente grande) é dado por:

(a) (logn)™?

(b) (logn)™

(c) (nlogn)~!.

(d) (n(logn)(loglogn)?)~!.

. Mostre que se a e b sdo niimeros positivos, entao a série » (an + b) P

converge se p > 1 e diverge se p < 1.

. Considere a série Y x, cuja sequéncia (z,) ¢ definida por xop_; :=

(1/2)% e xo := (1/3)* para todo k € N. Mostre que o Teste da Raiz
atesta a convergéncia da série, ao passo que o Teste da Razao nao é

aplicavel.
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10. Use o Teste da Raiz ou o Teste da Razao para determinar os valores

de x para os quais as seguintes séries convergem:

11. Discuta a convergéncia e a convergéncia absoluta das seguintes séries:

(_1)n+1
n2+1"°
(=)
n+1 "
(_1)n+1n

© X
() Y(-1)

(a) 22
(b) 22

logn
—

Prossiga: Rearranjos de Séries Condicionalmente Con-

vergentes

Nesta secao complementar vamos provar o seguinte lema devido a Rie-

mann e mencionado no Exemplo 11.1 (e).

Lema 11.1
Se Y x, é condicionalmente convergente entao, dado qualquer ¢ € R, existe

um rearranjo »_ x! de > x, que converge para c.

Prova: Vamos supor, para simplificar, que x,, # 0 para todo n € N. Sejam
Pn € qn definidos como no Exemplo 11.1 (a). Vimos que as séries > p, e

> g sao divergentes, crescendo ambas para +00. Sejam
N:={neN:p,#0} e N :={neN:ygq,#0}

Como estamos supondo z, # 0 para todo n € N, segue que N UN" = N
e NNN" = (. Além disso, como as séries > p, € Y g, crescem para +0o,
os conjuntos N e N” sao infinitos. Denotemos por n; < no < ngz < --- 08
elementos de N e por m; < mo < ms3 < --- os elementos de N”. Para nao

carregar demais a notagao, ponhamos py = pn, € @k = ¢m,-

X8 CEDERJ
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Comecamos somando p; + Py + --- até encontrarmos o indice j; € N
tal que o valor da soma p; + py + --- + p;; se torna pela primeira vez > c.
Note que j; =1 se p; > ¢. O indice j; existe ja que ) p; — +00. Fazemos,
©(1) :=nq,..., ©(j1) :==n,,. Ponhamos s'(j1) :=p1 + p2 + - - + Py,

Em seguida, comegamos a subtrair s'(n;,) — ¢ — g2 — -+ até encon-
trarmos o primeiro indice ky tal que s'(j1) — G1 — G2 — -+ — @, < ¢. De
novo, o indice k; existe ja que Y gx — +oo. Fazemos, ¢(j; + 1) := mq,. ..,
©(j1 + k1) :==my, e pomos s'(j1 + k1) =8 (j1) = @1 — G2 — -+ — Gry-

Retornamos ao procedimento de adicao dos p; fazendo s'(j; + k1) +
Djs4+1 + Dj+2 + - -+ até encontrarmos o primeiro indice jo > j; tal que s'(j; +
k1)+Pji+1+Dj 42+ - -+Pj, > ¢. Fazemos p(ji1+ki+1) = nj 11, o(j1+k1+2) =
Nji+2,. - - (J1 + k1 + j2) = nj,. Entao, pomos

S (1 + ki +72) =51+ k1) +Djir1 +Djis2 + -+ Djs-

Retomamos entao o procedimento de subtragao dos ¢ fazendo s'(j; +
k1 + j2) — Qky+1 — Gry42 — - -+ até encontrarmos o primeiro indice ks tal que

s'(j1 + k14 J2) = Qey+1 — Gryr2 — -+ - — Gy, < ¢. Fazemos entao

e+ ki + 2+ 1) = mu 1, @+ ki + 2 +2) =My,
U+ kA o+ k) =,
Continuando esse procedimento indefinidamente definimos uma bijegao ¢ :
N — N e um rearranjo > x;, de Y xy, com ;, := Ty(n).

Como |z,,| — 0 quando n — +o00, segue que p; — 0 quando j — 400

e gy — 0 quando k — +o0. Assim, temos que |z/,| — 0 quando n — +oc.

Facamos
!
s'(1) := Zx%,
n=1
e sejam lop =0 <1y <ly <l3 <---,coml; €N para todo j € N, definidos

da seguinte forma. O numero [ é o primeiro indice [ tal que s'(1) > ¢; [y é o
primeiro indice [ > [; tal que s'(I) < ¢; de modo indutivo, lgx_1 é o primeiro
indice | > lo,_o tal que §'(1) > ¢, e Iy, é o primeiro indice | > Iy, tal que
s'(l) < ¢ para todo k € N.

Temos
|s'(l+1) — | < |5'(1) — ¢ para l; <1 <lj4 (11.10)

a0 passo que
|8'(1j) — | < |2y, para todo j € N, com j > 1, (11.11)
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ja que
§'(log) < e < 8'(lg—1) e §'(lgpr1—1) < e < 8'(lags1) para todo k € N.
Como l; — 400 quando j — 400 e |z,| — 0 quando n — 400, deduzimos
de (11.10) e (11.11) que |s'(l) — ¢| — 0 quando [ — +oo e, portanto, > x/,
converge para c. 0
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Aula 12 — Limites de Funcoes

Metas da aula: Definir o conceito de ponto de acumulaciao de um sub-
conjunto da reta. Definir limite de uma fungao num ponto de acumulacao do
seu dominio. Apresentar os resultados basicos sobre a existéncia e a inexis-

téncia do limite de uma func¢ao num ponto de acumulacao do seu dominio.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado dos conceitos de ponto de acumulagao de um sub-
conjunto da reta e de limite de uma fun¢ao num ponto de acumulagao

do seu dominio.

e Entender e saber aplicar os critérios basicos para a existéncia e a in-
existéncia do limite de uma funcao num ponto de acumulacao do seu

dominio.

e Saber demonstrar a partir da defini¢ao a validade ou falsidade de limites

para funcoes simples.

Introducao

Nesta aula vamos iniciar o estudo do importante conceito de limite de
uma funcao. Tal nocao é o ponto de partida de todo o Calculo Diferencial,
ja que o conceito de derivada nela se baseia. A idéia intuitiva de uma funcao
f ter um limite L num ponto a é que os valores f(z) se tornam mais e
mais préoximos de L a medida que os valores de z se aproximam mais e
mais (mas sao diferentes) de z. Em simbolos intuitivos costuma-se abreviar
isso pondo-se “f(xr) — L quando x — z”. Para exprimir essa idéia da
aproximacgao de f(x) vinculada a de x de modo matematicamente rigoroso é
necessario recorrer a célebre ‘dupla dinamica’ ,d, como faremos dentro de

poucos instantes.

Pontos de Acumulagao

Para que a idéia do limite de uma funcao f num ponto Z faga sentido
é preciso que f esteja definida em pontos arbitrariamente préximos de 7.
Porém, ela nao tem necessariamente que estar definida no préprio ponto Z.

Essa é a razao de introduzirmos a seguinte definigao.
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Definicao 12.1
Seja X C R. Um ponto € R é um ponto de acumulacdo de X se para todo

d > 0 existe ao menos um ponto x € X, com x # Z, tal que |[x — Z| < .

Essa definicao pode ser traduzida para a linguagem das vizinhancas do
seguinte modo: Um ponto Z é um ponto de acumulagao do conjunto X se
toda d-vizinhanga V5(Z) = (z — 6,7 + 0) de & contém ao menos um ponto de
X diferente de .

Note que ¥ pode ou nao ser elemento de X, mas mesmo quando z € X,
esse fato é totalmente irrelevante para que se julgue se ele é ou nao um ponto
de acumulagao de X, ja que explicitamente requeremos que existam pontos

em Vs(z) N X distintos de = para que Z seja ponto de acumulagao de X.

Por exemplo, se X = {—1, 1} C R, entao nenhum dos elementos, —1
ou 1, é ponto de acumulagao de X ja que se 6 = 1 entdo Vi(—1)NX = {-1}
e V1(1) N X = {1} e, portanto, essas vizinhangas nao contém nenhum ponto

de X distinto do proprio ponto Z, com ¥ = —1 e T = 1, respectivamente.

Teorema 12.1
Um nimero z € R é um ponto de acumulacao de um subconjunto X de R se,
e somente se, existe uma sequéncia (x,) em X tal que limz, =z e x, #

para todo n € N.

Prova: Se z é um ponto de acumulacao de X, entao para qualquer n € N
a (1/n)-vizinhanca Vi ,,(Z) contém ao menos um ponto z, em X distinto de
z. Entao =, € X, x, # %, e |r, — | < 1/n o que implica limz,, = Z.
Reciprocamente, se existe uma sequéncia (z,,) em X \ {Z} com lim z,, =
Z, entao para qualquer § > 0 existe Ny € N tal que se n > Ny, entao
x, € Vs(z). Portanto, a d-vizinhanca de Z contém os pontos z,,, paran > Ny,

que pertencem a X e sao distintos de Z. Il

A seguir alguns exemplos onde enfatizamos o fato de um ponto de

acumulagao de um conjunto poder ou nao pertencer a esse conjunto.

Exemplos 12.1
(a) Se X := (0, 1), intervalo aberto de extremos 0 e 1, entdo todos os pontos
do intervalo fechado [0, 1] sdo pontos de acumulacao de X. Note que 0
e 1 sao pontos de acumulagao de X embora nao pertencam a X. Aqui,

todos os pontos de X sao pontos de acumulacao de X.

(b) Para qualquer conjunto finito em R o conjunto de seus pontos de acu-

mulagao é vazio (por qué?).
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(¢) O conjunto infinito N ndo tem pontos de acumulagao (por qué?).

(d) O conjunto X = {1/n : n € N} tem um tnico ponto de acumulagdo

que é 0 0 (por qué?). Nenhum dos pontos em X é ponto de acumulagao
de X.

(e) Se X := [0,1] N Q entao todo ponto do intervalo [0,1] é ponto de

acumulagao de X por causa da densidade de Q em R.

Limites de Funcoes

Vamos agora dar a definicao rigorosa de limite de uma funcao f num
ponto Z. E importante observar que nessa definicao é irrevelante se f esta

ou nao definida em 7.

Definigao 12.2

Seja X C R e z um ponto de acumulagao de X. Para uma funcao f : X — R
um numero real L é um limite de f em T se, dado qualquer € > 0 existe um
d>0talquesez € X e 0 < |z —Z| <9, entao |f(x) — L| <e.

Observe que o § depende em geral de € e algumas vezes para enfatizar
isso escrevemos d(€) ou 6 = J(e).

Observe também que a desigualdade 0 < |z — Z| equivale a dizer que z
é diferente de 7.

Se L é um limite de f em Z, entao também dizemos que f converge a L

em T ou que f tende a L quando x tende a . E comum usar-se o simbolismo

f(z) = L quando =z — Z.

Se o limite de f em ¥ nao existe dizemos que f diverge em .

Como primeiro uso da Definigao 12.2, vamos provar que o limite quando
existe é Uinico. Assim, podemos dizer que L é o limite de f em T em vez de

dizer que L é um limite de f em Z.

Teorema 12.2
Se f: X — R esez éum ponto de acumulacao de X, entao f pode ter no

maximo um limite em Z.

Prova: Suponhamos, por contradi¢ao, que os numeros L e L’ satisfacam a
Definigao 12.2 e que L # L’. Tomemos ¢ = |L — L'[/2 > 0. Pela definigao,
existe d(e) > 0 tal que se z € X e |z — z| < d(¢), entdo |f(x) — L| < e. Da
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mesma forma, existe §'(¢) tal que se |x — z| < §'(¢), entao |f(zx) — L'| < e.

Assim, fazendo ¢ := min{d(e), 6’(¢)}, temos que se |x — Z| < §, entdo

|L—-L'| |L—L
_l’_

[L=L<|L=f@)+|L = f@)] <ete="— 2

= ’L - L/”

o que é absurdo. Tal contradicao foi originada com a nossa hipétese de que

L # L. Logo, o limite quando existe é tinico. O

A definic¢ao de limite ganha uma forma bem interessante em termos de

vizinhangas como representado pictoricamente na Figura 12.1.

existe V()

Figura 12.1: O limite de f em Z é L. Observe que aqui L # f(Z).

Notemos que a desigualdade 0 < |x — Z| < ¢ é equivalente a dizer que
xr # T e x pertence a d-vizinhanga Vs(Z) de Z. Similarmente, a desigualdade
|f(z) — L| < e é equivalente a dizer que f(z) pertence a e-vizinhanga V(L)
de L. Desse modo segue imediatamente o seguinte resultado cujos detalhes

da prova deixamos para vocé como exercicio.

Teorema 12.3
Seja f : X — R e seja T um ponto de acumulagao de X. As seguintes

afirmacoes sao equivalentes.
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(i) lim f(z) = L.

(ii) Dada qualquer e-vizinhanga V.(L) de L, existe uma d-vizinhanca V()
de 7 tal que se x # T é qualquer ponto de Vi(Z)N X, entao f(x) pertence
a V.(L).

Observe que pela Definicao 12.2 o limite de uma fungao f num ponto
Z depende apenas de como f é definida numa vizinhanca qualquer de .
Isso significa, em particular, que se f e g sao duas funcoes quaisquer cujos
dominios contém uma vizinhanga V,.(Z), para algum r > 0, e sdo tais que
fIlVi(Z) = g|V.(Z), entdo lim f(x) = L se, e somente se, lim g(z) = L.
Deixamos a voceé como exermc?gio a simples verificagao desse fa:%g.m

A seguir damos alguns exemplos que ilustram como a defini¢ao de limite

¢é aplicada.

Exemplos 12.2
(a) Se f: R — R é a funcao constante f(x) = ¢ para todo = € R, com
c € R, entdo lim f(x) = c.

r—x

De fato, dado qualquer £ > 0, tomamos qualquer § > 0, digamos § := 1.
Entao se 0 < |z — Z| < 1, temos |f(x) —¢| = |c — ¢/ =0 < . Como
e > 0 é arbitrario concluimos da Defini¢ao 12.2 que lim f(z) = c.

(b) limz = z.

Aqui f é a fungao dada por f(x) := z que podemos supor definida
em todo R. Seja dado € > 0 qualquer. Tomemos § := . Entao se
0<|r—1Z| <d=¢, temos |f(z) — Z| = |v — Z| < e. Logo, como & > 0
¢é arbritrario, segue que glﬂl_r)rilz flz) =1=.

(c) lim z? = 72

Nesse caso temos f(z) = 2? e podemos supor f definida em R. Dado
e > 0 qualquer, devemos exibir § > 0 tal que se |z — Z| < J, entao

|22 — 7% < e. Agora,
|2* — 2% = |(z + 2)(z — 2)| < (|z| + |2])]z — 2.

Se |z — x| < 1, entao |z| < |Z| + 1 e teremos
£

|$2—Lf'2‘<(2|i’|+].)’l’—j’<€, se |x—j|<2|i‘|T
Assim, se fizermos 0 := min{1, €/(2|z| + 1)}, entao |z — z| < J implica
2 _ =2

|22 — 7%| < e. Como € > 0 é arbitrdrio, obtemos lim 2% = 2.

T—T
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(d)

lim — =
T—T I

se T # 0.

K|

1
Podemos tomar f : R\ {0} — R definida por f(z) = —. Para provar
T

. 1
que lim f = 1/& devemos mostrar que |— — —| é menor que um € > 0
T—T T T

arbitrariamente dado, se |r — Z| é suficientemente pequeno. De an-

: B A
temao, podemos supor | —Z| < - oque implica |z| > 5 (por qué?).

Assim,

1 _ 2
=——z— 7| < — |z — 7|
T

(et

T i

-
z| |z
Portanto, fazendo § := min{%, %5}, temos que se |z —Z| < §, entao
1 1 1 1
|— — =| <e. Como € > 0 é arbitrério, isso prova que lim — = —.
r I e—I T T
3 —8

im-——————=

a—0 12 — 3x + 2

3
-8
Fazendo f(z) = m,

x € R com excecao de x = 1 e x = 2, j& que esses valores sao as

vemos que [ estd definida para todo

raizes da equacao % — 3x + 2 = 0. Logo, podemos tomar essa funcao
f definida em X =R\ {1, 2} ou X = (—1,1), por exemplo; o valor do
limite em Z = 0 nao sera afetado pela escolha que fizermos.

Observe que 2° —8 = (z—2) (22 +2x+4) e 2?2 =32 +2 = (z—2)(x —1).

Portanto, se = ¢ {1, 2}, entao temos

(x—2)(a*+20+4) 22 +22+4

A ey P Y z—1
Assim, temos
2+ 2z +4 2 +6z| |z +6]
) (-] = | R ] = |28

Se |z| < 1/2, entao |z — 1| > 1/2 e |z + 6] < 13/2 (por qué?). Logo,

13/2
@) = (=4)] < g bl = 13l
Portanto, dado € > 0 qualquer, fazendo § := min{1/2, £/13} temos
que se |z| < §, entao |f(z) —(—4)| < €, 0 que prova a afirmagao, ja que

€ > 0 é arbitrario.




Limites de Funcées

O Critério Sequencial para Limites

A seguir estabelecemos uma importante formulacao para o limite de
uma funcao em termos de limites de sequéncias. Com base nessa caracteri-
zagao serd possivel aplicarmos a teoria vista nas Aulas 6-9 sobre limites de

sequéncias para estudar limites de funcgoes.

Teorema 12.4 (Critério Sequencial)
Seja f : X — R e seja £ um ponto de acumulagao de X. Entao as seguintes

afirmacoes sao equivalentes.

(i) lim f = L.

T—T

(ii) Para toda sequéncia (z,) em X que converge a T tal que xz, # T para

todo n € N, a sequéncia (f(x,)) converge a L.

Prova: (i)=(ii). Suponhamos que f tem limite L em Z e que (z,) é uma
sequencia em X com limz, = Z, tal que x,, # ¥ para todo n € N. Vamos
mostrar que lim f(z,) = L. Sejae > 0 dado. Pela Defini¢ao 12.2 existe 6 > 0
tal que se x € X satisfaz 0 < |x — Z| < 0, entdo f(x) satisfaz |f(z) — L| < e.
Agora aplicamos a Definicao 6.2 de sequéncia convergente com o ¢ dado
fazendo o papel de € naquela definicao. Assim obtemos um nimero natural
Ny tal que se n > Ny, entao |z, — Z| < §. Mas entao para um tal z,, temos
|f(z,) — L| < e. Portanto, se n > Ny, entdo |f(z,) — L| < €, 0 que prova
que a sequéncia (f(z,)) converge a L.

(ii)=-(i). Equivalentemente, vamos provar a contrapositiva ~(i)=>~(ii). Se
(i) nao é verdade, entao existe um €y > 0 tal que qualquer que seja § > 0,
sempre existird ao menos um nimero x5 € X satisfazendo 0 < |x5 — z| < §
e |f(xs) — L| > &¢. Portanto, para todo n € N podemos tomar 6 := 1/n e

obter x,, € X satisfazendo
B 1
0< |z, —Z| < —,
n

tal que
|f(zn) — L] > € para todo n € N.

Concluimos entao que a sequéncia (z,) em X \ {Z} converge para z, porém
a sequéncia (f(z,)) nado converge para L. Assim, mostramos que se (i) nao
é verdade, entao (ii) também nao é verdade, o que equivale a provar que (ii)

implica (i). O
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O resultado anterior pode ser usado para se obter limites de funcoes

usando-se as propriedades conhecidas sobre limites de sequéncias. Assim, do

2 — 22, concluimos facilmente que lim 2% = 72,

T—T

como mostramos no Exemplo 12.2 (c¢) usando a Defini¢do 12.2. Da mesma

fato de que se z,, — T, entao x

forma, se x, # 0 para todon € Nez # 0, entdo x,, — = implica 1/z,, — 1/z,
donde concluimos pelo resultado anterior que lim — = —, confirmando o que

T—=T T x
foi provado no Exemplo 12.2 (d) usando a Definigao 12.2.

Na proxima aula veremos que diversas propriedades basicas do limite
de fungoes podem ser facilmente estabelecidas usando-se as propriedades cor-

respondentes do limite de sequéncias.

Com o uso do Teorema 12.4 é possivel também estabelecer facilmente
critérios de divergéncia, isto é, formas simples de verificar ou que um nimero
dado L nao é o limite de uma dada fun¢ao num certo ponto, ou que a funcao
dada nao possui um limite no ponto em questao. Deixamos a vocé como im-

portante exercicio os detalhes da prova dos seguintes critérios de divergeéncia.

Teorema 12.5 (Critérios de Divergéncia)
Sejam X C R, f: X - ReZ &R um ponto de acumulacao de X.

(a) Se L € R, entao f ndo converge a L quando x tende a T se existe
uma sequéncia (z,) em X com xz, # T para todo n € N tal que (x,)

converge a T mas a sequéncia (f(z,)) ndo converge a L.

(b) A fungao f mdo possui um limite em T se existe uma sequéncia (z,) em
X com x, # T tal que (x,) converge a T mas a sequéncia (f(z,)) nao

converge em R.

A seguir damos algumas aplicagoes desse resultado que mostram como

ele pode ser usado.

Exemplos 12.3

(a) Nao existe lim —.
z—0

De fato, a sequéncia (x,) definida por x, := 1/n para todo n € N
satisfaz x, # 0 para todon € N e limz,, = 0. Agora, se f(z) = 1/
para x € X = R\ {0}, entao f(x,) =n. Como a sequéncia (f(z,)) =
(n) nao converge em R, concluimos pelo Teorema 12.5 que f(x) =1/

8

8

nao possui limite em z = 0.
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(b) Nao existe glclir(l) sgn(z), onde sgn : R — R é a fungao definida por (veja
Figura 12.2)
-1, sex <0,
sgn(z) =40, sex=0,
1, se x > 0.
O simbolo sgn é uma abreviatura para a palavra latina signum que quer

dizer sinal e, por isso, 1é-se a expressao sgn(z) como “sinal de z”.

05 L f@=sal)

05 .

{M'\ : 5‘ 10

Tok—1 Lok

Figura 12.2: A fungao sinal.

De fato, seja (x,) a sequéncia definida por x, := (—1)"/n paran € N

de modo que limzx, =0 e z, # 0 para todo n € N. Como
sgn(z,) = (—=1)" para n € N,

segue que (sgn(z,)) nao converge. Portanto, do Teorema 12.5, segue

que nao existe hm sgn(z).

x—0

(c) Nao existe limsen(1/z) (veja Figura 12.3).

z—0
Aqui usaremos algumas propriedades bem conhecidas da funcao sen u.
A definicao analitica rigorosa das fungoes trigonométricas e exponencial
bem como o estudo de suas principais propriedades serao feitos em aula

futura, quando tivermos de posse dos instrumentos tedricos necessarios.

169

| MODULO 1 -

AULA 12

CEDERJ



Limites de Funcées

ANALISE REAL !

CEDERJ

No entanto, a fim de dispor de aplicagoes interessantes, algumas vezes
vamos fazer uso dessas fungoes e de suas principais propriedades apenas
como exemplos, o que nao afeta em nada o desenvolvimento légico da

teoria.

Provemos agora a afirmacao. De fato, seja (x,) a sequéncia definida

por

1 ;s
prye se n € N é impar
Ty =

. sen € N é par

1
gmtnm’
Seja f(z) = sen(l/x) para x € X = R\ {0}. Temos que limz,, =0 e
x, # 0 para todo n € N. Por outro lado, f(xer_1) =sen(2k — )7 =0
para todo k£ € N, ao passo que f(zq) = sen(%w + 2km) = 1 para todo
k € N. Assim, (f(z,)) é a sequéncia (0,1,0,1,...), a qual sabemos que

nao converge. Logo, pelo Teorema 12.5, nao existe lirr(l) sen(1/x).

terrivelmente
oscilante

—1 1
-1 -0.5 0

Figura 12.3: A fungao f(x) = sen(1/z).

Exercicios 12.1
1. Determine um § > 0 tal que se 0 < |z — Z| < 4, entdo |f(z) — L| < ¢

para 7, f, L e £ dados como segue:

(a) z=1, f(x)=2* L=1,¢e=1/2;
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(b) z=1, f(x) =2% L=1,e=1/n para um n € N dado;
(c) =2, fl(a)=1/x, L=1/2,e=1/2;
(d) z=2, f(x) =1/z, L=1/2, ¢ = 1/n para um n € N dado;
(e) =4, f(x)=/x, L=2,e=1/2;
(f) z=4, f(x) =+/x, L =2,e=1/100.

2. Seja £ um ponto de acumulacao de X C Re f : X — R. Prove que
lim f(xz) = L se, e somente se, lim |f(z) — L| = 0.

3. Seja f : R — R ez € R. Mostre que lim f(x) = L se, e somente se,
lirr(l)f(x +z) = L.

4. Mostre que lim 23 = 73 para qualquer 7 € R.

5. Mostre que lim \/z = \/Z para qualquer Z > 0.

6. Mostre que lim 2P =0 (z > 0).

7. Sejam [ um intervalo em R, f: I — R e ¥ € I. Suponha que existem
K >0e L €Rtais que |f(x) — L| < K|z —Z| para todo x € I. Mostre
que lim f(x) = L.

8. Use a definicao €, d ou o critério sequencial para estabelecer os seguintes
limites:

1
1 =—1;
x 1
b) 1 ==
(b) e—114+a2 2
?—-1 2
li = -
(© 57 =3
T — 2
d) 1 =
(@ iy 2
9. Mostre que os seguintes limites nao existem:
1 .
(a) lim 5 (x> 0);
i 1
(b) i{%ﬁ (z > 0);
(c) lirr(l)(x + sgn(x));
(d) hH(l) sen(1/z?).
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Aula 13 — Teoremas de Limites de Funcoes

Metas da aula: Estabelecer as propriedades fundamentais dos limites
de funcoes face as operacoes de soma, subtracao, produto e quociente de

fungoes, bem como em relagao as desigualdades envolvendo fungoes.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber as propriedades dos limites de fungoes no que diz respeito as
operacoes de soma, subtragao, produto e quociente de funcgoes, assim
como em relacao as desigualdades envolvendo fungoes, e suas aplicagoes

no estabelecimento de limites de funcgoes.

Introducao

Nesta aula vamos estabelecer as principais propriedades dos limites de
fungoes relativas as operacoes e as desigualdades envolvendo funcgoes. Os
resultados aqui obtidos serao extremamente tteis no cdlculo de limites de
funcoes. Esses resultados sao andlogos aos teoremas de limites de sequéncias
vistos na Aula 7. De fato, na maioria dos casos eles podem ser provados
usando-se o Critério Sequencial (Teorema 12.4) juntamente com os resulta-
dos da Aula 7. Claramente, eles também podem ser provados por meio de

argumentos do tipo ¢, que s@o muito semelhantes aos utilizados na Aula 7.

Operacoes com Limites de Funcoes

Inicialmente vamos estabelecer um resultado sobre a limitacao de fungoes
na vizinhanca de pontos nos quais elas possuam limites. Antes porém vamos

introduzir a seguinte definicao.

Definicao 13.1

Sejam X C R, f: X — R e z um ponto de acumulacao de X. Dizemos que
f é limitada numa vizinhanga de T se existe uma é-vizinhanca Vs(z) de = e
uma constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo z € X N Vs(Z).

Teorema 13.1
Se X C R, ¥ é ponto de acumulacao de X e f : X — R possui um limite em

Z € R, entao f é limitada em alguma vizinhanca de z.
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Prova: Seja L := lim f. Tomando € = 1, existe § > 0 tal quese 0 < |z—Z| <

r—T

J, entdo |f(x) — L| < 1 e, portanto,
|f(x)] = [(f(x) = L)+ L| < [f(z) — L| + |L] < |L] + 1.

Logo, se x € XNVy(Z) e x # 7, entdo |f(z)| < |L|+1. Facamos M := |L|+1,
caso T ¢ X, ou entdo M := max{|f(z)|, |L| + 1}, caso T € X. Segue que
se x € X NVs(Z), entdo |f(x)] < M, o que mostra que f é limitada numa

vizinhanca de 7. 0

Dadas duas fungoes f,g : X € R — R definimos sua soma f + g,
diferenca f — g e produto fg de modo natural pondo

(f +9)(x) = f(z) + g(z), (f —9)(@) == f(z) — g(z),
(f9)(x) := f(x)g(x),

respectivamente, para todo x € X. Se g(x) # 0 para todo x € X, definimos

o quociente f/g também de modo natural pondo
(i) () = @) para todo x € X.
9 9(x)

Finalmente, se ¢ € R, definimos a funcao ¢f de maneira ébvia pondo

(cf)(z) = cf(x) para todo z € X.

A seguir estabelecemos o principal resultado sobre operagoes com limi-

tes de funcgoes.

Teorema 13.2
Seja X C R, sejam f,g: X — R, c € R, e x € R um ponto de acumulacao

de X. Suponhamos que existam Ly := lim f e L, := lim g. Entao existem

T—T

Lyyg:=1m(f+g),  Ljy:=lim(f—yg),

T—T

Lfg = hm(fg), ch = ig(cf),

T—T

e valem as seguintes igualdades
Litg=Ly+ Ly, Ly g=1Ly— Ly,
Lfg = Lng, ch = CLf.
Além disso, se Ly # 0 e g(x) # 0 para todo x € X, entao existe

=1 _(i)
xr xr g

L

Q-

|
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e vale
Ly ::Ei.
s Ly
Prova: A prova desse teorema pode ser feita com argumentos do tipo €,6
inteiramente analogos aqueles usados na prova do Teorema 7.2. De modo
alternativo, podemos usar o Teorema 7.2 e o Teorema 12.4 (Critério Sequen-
cial). De fato, seja (z,) uma sequéncia qualquer em X com x, # T para

todo n € N e tal que z,, — Z. Segue do Teorema 12.4 que
lim f(z,) = Ly, lim g(x,) = L,.
Assim, pelo Teorema 7.2 temos que

hm(f + g)(zn) = Im(f(2n) + g(an)) = Ly + Ly,
hm(f — g)(zn) = lim(f(zn) — g(zn)) = Ly — Ly,
lim(fg)(x ) hm(f(zn)g(zn)) = LyLy,
lim(cf)(x,) = limcf(z,) = cLy.

Do mesmo modo, se L, # 0 e g(x) # 0 para todo z € X, temos pelo

o ({4

o que conclui a demonstracao. O

Teorema 7.2 que

Observacao 13.1
(i) Observemos que a hipdtese L, # 0 é essencial para que valha a regra
para o limite do quociente f/g no Teorema 13.2. Se essa hipdtese nao
é satisfeita, o limite pode existir ou nao. Porém, mesmo no caso em

que ele existe, nao podemos usar o Teorema 13.2 para calculé-lo.

(ii)) Seja X C R, sejam f1, fo,..., fn : X — R ez € R um ponto de

acumulacao de X. Se
Ly = lim fj parak=1,2,...,n
entao segue do Teorema 13.2 por Inducao Matematica que

m(fi+ fot+- 4+ fo) =Li+ Lo+ + Ly,

Em particular, deduzimos que se L := lim f e n € N, entao

r—T

lim (f(2))" = L".

Tr—x
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Exemplos 13.1

(a)

176

lim 2% = z* para todo k € N.
De fato, como lim z = Z, entao pela Observagao 13.1 (ii) segue que
k

lim 2* = z* para todo k € N como afirmado.

linf}(q:2 +3)(223 — 5) = —12.
Segue do Teorema 13.2 que

lim (2? + 3) (22° — 5) = (lim(x2 + 3)) (lim(2x3 - 5))

r—1 r—1
223 — 2
lim 22 —9
=2\ 243

Como lim(z® + 3) = 7 # 0, podemos aplicar o Teorema 13.2 obtendo
2p% —9 lm(227=2) 4y

2 213 lin%(x2+3) 7

3 _
lim $—8 = —12.
=2\ 22 —bx +6

Observe que nao é possivel aplicar diretamente o Teorema 13.2 ja que

=4-(-3)=-12.

111%(x2—5x+6):111%x2—5111%x+6:4—5~2+6:0.

No entanto, para calcular o limite proposto basta considerar z € X :=
(1,3) com © # 2. Para z € X \ {2}, temos que z*> — 5z + 6 = (z —
2)(z —3) # 0 e, como z° — 8 = (x — 2)(z% + 2z + 4), obtemos

( -8 ) i 2% 4+ 2z + 4

lm|[ ——— | =
2 —5x+6

a:—>2

m
z—2 r—3

(2
}CLH%(I +2z+4) 9

=— =-12.
lin%(:c —3) -1
Se p é uma funca@o polinomial, entdo lim p(z) = p(Z).
Tr—T
Seja p uma funcdo polinomial em R de modo que p(z) = a,z" +

Ap_12" L+ - 4 a7 + ao para todo v € R. Segue do Teorema 13.2 e

k

do fato que lim 2% = z* que

T—x

lim p(z) = lim (a,2™ + ap_ 12" '+ -+ + a12 + ag)

T—T

=, lim 2" + a,_q im 2" ' + - -« + a4 lim = + lim aq
T—T T—T T—T T—T

=4, 2" + ap 13 4 a1 T+ ag

= p(7).
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Portanto, lim,_.z p(z) = p(Z) para qualquer fungao polinomial p.
(f) Se p e ¢ sdo fungoes polinomiais em R e se ¢(Z) # 0, entao

1 P p(@)

=z q(z)  q(@)
Como ¢ é uma funcao polinomial, segue de um teorema bastante con-
hecido em Algebra que existem no maximo um numero finito de valores
aq, ..., oy tais que g(a;) =0 e tais que ¢(x) # 0se v & {ag,...,an}.
Portanto, se « ¢ {aq,...,an}, podemos definir

Pelo item (e) temos que lim ¢(z) = ¢(Z) # 0. Logo, podemos aplicar o

Teorema 13.2 para concluir que

o) e )
w—zg(z)  limg(z) q(@)

T—T

como afirmado.

Desigualdades e Limites de Funcoes

O préximo resultado ¢ o andlogo do Teorema 7.5.

Teorema 13.3
Sejam X C R, f: X — R ez € R um ponto de acumulagao de X. Se

a< f(z)<b paratodore X, r#7,

e se lim f existe, entao a < lim f < b.

T—T T—T

Prova: De fato, se L := lim f, entdo segue do Teorema 12.4 que se (z,) é
qualquer sequéncia em R tal que z,, # Z para todo n € N e se z,, — T, entao
a sequéncia (f(z,)) converge a L. Como a < f(x,) < b para todo n € N,

segue do Teorema 7.5 que a < L < b. O
A seguir estabelecemos o andlogo do Teorema do Sanduiche 7.6. A
prova é uma aplicacao imediata do Teorema 12.4 combinado com o Teo-

rema 7.6. Deixamos os detalhes da prova para vocé como exercicio.
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Teorema 13.4
Sejam X C R, f,g,h: X — R ez € R um ponto de acumulacao de X. Se

f(z) < g(x) < h(z) para todo x € X, x # 7,

e se lim f = lim h =: L, entao lim g = L.

T—T T—T T—T

O proéximo resultado ¢é as vezes chamado de Principio da Preservagao do
Sinal pois ele afirma que se o limite de uma funcao num certo ponto é positivo
(negativo), entao a fungao é positiva (negativa) em toda uma vizinhanga do

ponto com excecao possivelmente do seu valor no préprio ponto.
Teorema 13.5
Sejam X C R, f: X - ReZ € R um ponto de acumulacao de X. Se

lim f >0 (respectivamente, lim f < 0),

T—T rT—T

entao existe uma vizinhanga Vs(z) de Z tal que f(z) > 0 (respectivamente,
f(z) < 0) para todo z € X N V;(Z), x # .

Prova: Seja L := lim f e suponhamos que L > 0. Tomemos ¢ = %L na
Defini¢ao 12.2 para obter § > 0 tal que se 0 < |x — Z| < § e z € X, entdo
|f(x) — L| < 3L. Segue daf que f(z) > 3L > 0 (por qué?) se z € X N V5(z)
exr # I

Argumento inteiramente semelhante se aplica no caso em que L < 0.0

Exemplos 13.2,

. zo/
(2) }EIL% 32 L2 11

Se0<x<1,entdo 1 < %2422 +1<3ea? <25 <a (por qué?).

Portanto, temos

0 (x> 0).

1, x5/
§x < 232 4 11/2 41 =<

Como lim 22 = lim z = 0, a afirmacdo segue do Teorema 13.4.

z—0 z—0

x.

(b) iliI{l)(ZE sen(1/z)) = 0.

Seja f(z) = xsen(1/z) para z # 0. Como —1 < senu < 1 para todo
u € R, temos a desigualdade |f(x)| < |z|, ou seja,

—Ja] < f(2) = wsen(1/a) < |a]

para todo z € R, z # 0. Como hH(l) |z| = 0, segue do Teorema 13.4 que
Tr—

lir% f(z) = 0. Veja o gréfico de f na Figura 13.1.

CEDERJ
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xsen(l/z) sufocadas
0.08 T T T
0.06 -
0.04 [- : .
0.02 | s
______________________ O L A Y A R
0 | ‘ l
—0.02 |- .
-0.04 -
-0.06
~0.08 |- A
-0.1 ' i I
~0.1 -0.05 0 0.05 0.1
Figura 13.1: A funcao f(x) = xsen(1/x).
Exercicios 13.1
1. Aplique o Teorema 13.2 para determinar os seguintes limites:
(a) lin%(a:Q +2)(42® — 3) (xz € R);
13 —-2
1 1
1 — > 4);
(c) b (21:—3 x—4) (@ )
20 — 5
(@) lim =3 (z € R)
2. Sejam X CR, f: X — Rex e R um ponto de acumulagao de X.
(a) Se lim f existe e se |f| é a fungao definida em X por |f|(x) =
|f(x)], prove que
lim | f] = | lim f].
(b) Se f(x) > 0 para todo x € X, se lim f existe e se \/f ¢ a funcao
definida em X por /f(z) := \/f(z), prove que
lim \/f = /lim f.
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3. Determine os seguintes limites e diga que teoremas sao usados em cada

caso. (Vocé pode usar também o exercicio anterior.)

5r +1
(@) lim /55 (@ > 0);
x?2—=9

b) lIlm ——
( ) xlirilﬁxz—5l’+6

(c) lim (x+2)° — (@ - 2)°

x—0

(d) lim V= V2

=2 T — 2

(2 <z <3);

(z > 0);

(0 <z <2).

24+ 3 —+/2
4. Encontre lim\/ +ir— V2t

1 R onde z > 0.
T T x

5. Prove que lin% cos(1/x) nao existe mas que lin(l]arcos(l/x) =0.

6. Sejam f,g : X C R — R ez € R um ponto de acumulagao de X.

Suponhamos que f ¢é limitada numa vizinhanca de z e que lim g = 0.

T—T

Prove que lim fg = 0.
7. Sejam f,g: X CR — R ez € R um ponto de acumulacao de X.

(a) Mostre que se ambos lim f e hm( f+g) existem, entao lim g existe.

T—T r—T
(b) Se lim f e lim fg existem, segue que lim g existe?
r—x r—T

T—T

8. Determine se os seguintes limites existem em R.

) lim sen(1/2?) (z # 0);

) lim zsen(1/2%) (= # 0);
(¢) limsgnsen(1/z) (x # 0);
(d) hm Vrzsen(1/z?) (z > 0).

(a
(

li
bh
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Aula 14 — Funcoes Continuas

Metas da aula: Introduzir o fundamental conceito de funcdo continua.
Apresentar os critérios basicos para o estabelecimento da continuidade e da

descontinuidade de fungoes.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado do conceito de funcao continua e seu uso na veri-

ficacao da continuidade de fungoes.

e Conhecer os critérios basicos de continuidade e descontinuidade e suas

aplicagoes para a verificacao dessas propriedades.

Introducao

Nesta aula vamos definir o que significa uma fungao ser continua num
ponto ou sobre um conjunto. Essa no¢ao é um dos conceitos centrais da
analise matematica e serd usada em quase todo o material seguinte deste

curso. Sera, portanto, decisivo que vocé domine esse conceito.

Funcoes Continuas

Comecemos com a definicao de continuidade de uma func¢ao num ponto

de seu dominio.

Definicao 14.1

Sejam X C R, f: X — R, ex € X. Dizemos que f é continua em T se,
dado qualquer € > 0 existe 0 > 0 tal que se x € X satisfaz |z — Z| < 0, entao
F(e) - f(@)] <<

Se f nao é continua em Z, dizemos que f é descontinua em Z.

Como no caso da defini¢ao de limite, a definicao de continuidade num
ponto também pode ser formulada de modo muito interessante em termos
de vizinhancas. Isso é feito no préximo resultado, cuja verificacao bastante

simples deixamos como um importante exercicio para vocé. Veja Figura 14.1.

Teorema 14.1
Uma funcao f : X — R é continua num ponto ¥ € X se, e somente se,

dada qualquer e-vizinhanca V.(f(z)) de f(Z) existe uma dé-vizinhanga V5(Z)
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el
N

\

existe V()

Figura 14.1: A fungao f é continua em Z.

de 7 tal que se x é um ponto qualquer em X N Vs(Z), entdo f(x) pertence a

V=(f (7)), isto ¢,

FXnVs(r)) C Va(f (7).

Observacgao 14.1

(i)

CEDERJ

Se z € X é um ponto de acumulagao de X, entao uma comparacao
da Definicao 12.2 com a Definicao 14.1 mostra que f é continua se, e

somente se,
lim f() = (7). (14.1)

Logo, se z é um ponto de acumulacao de X, entao trés condi¢oes devem

valer para f ser continua em Z:

(i.1) f deve estar definida em Z (de modo que f(Z) faga sentido),

(i.2) olimite de f em Z deve existir (de modo que lim f(z) faca sentido),

€

(i.3) a equacao (14.1) deve ser valida.

Se x € X nao é um ponto de acumulagao de X, entao existe uma
vinhanga Vs(Z) de z tal que X N Vy(z) = {z}. Assim, concluimos
que a funcao f é automaticamente continua num ponto z € X que

nao é ponto de acumulacao de X. Tais pontos sao frequentemente
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chamados “pontos isolados”. Eles sao de pouco interesse para nos ja que
nao tém relagdo com qualquer processo limite. Como a continuidade
é automatica para tais pontos, em geral verificamos a continuidade
apenas em pontos de acumulagao. Por isso encaramos a condigao (14.1)

como sendo caracteristica para a continuidade em Z.

Uma leve adaptagao na prova do Teorema 12.4 para limites nos leva a

seguinte versao sequencial para a continuidade num ponto.

Teorema 14.2 (Critério Sequencial para Continuidade)
Uma funcao f: X — R é continua num ponto z € X se, e somente se, para

toda sequéncia (x,) em X que converge a Z, a sequéncia (f(z,)) converge

para f(Z).

O seguinte Critério de Descontinuidade é uma consequéncia imediata

do teorema anterior. Vocé deve prover sua demonstracao detalhada.

Teorema 14.3 (Critério de Descontinuidade)
Sejam X C R, f: X — Rex € X. Entao f é descontinua em z se, e
somente se, existe uma sequéncia (z,) em X tal que (x,) converge para Z,

mas a sequéncia (f(x,)) nao converge para f(Z).

A seguinte definicao estende de forma natural a nocao de continuidade

num ponto para a de continuidade num subconjunto qualquer de R.

Definigao 14.2
Seja X CReseja f: X —R. SeY é um subconjunto de X, dizemos que f

é continua no conjunto Y se f é continua em todo ponto de Y.

Exemplos 14.1

(a) Dado ¢ € R, a fungao constante f(x) := ¢ é continua em R.

Vimos no Exemplo 12.2 (a) que se T € R, entdo lim f(z) = ¢. Como

f(zZ) = ¢, temos que lim f(x) = f(Z), e portanto f é continua em todo

x € R. Logo, f é continua em R.

(b) A fungao f(z):= x é continua em R.

Vimos no Exemplo 12.2 (b) que se T € R, entao lim f = z. Como

f(z) =z, segue que f é continua para todo € R. Logo, f é continua

em R.

(c) A funcio f(x) := 22 é continua em R.

MODULO 1 -
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Vimos no Exemplo 12.2 (c) que se Z € R, entdao lim f = 7%. Como

f(x) = 72, segue que f é continua em todo ponto Z € R. Logo, f é

continua em R.

A fungao f(x) :=1/x é continua em X :={zx € R : > 0}.

Vimos no Exemplo 12.2 (d) que se Z € X, entao lim f = 1/z. Como

f(z) = 1/z, temos que f é continua em todo ponto z € X. Logo, f é

continua em X.

Dado qualquer ¢ € R a fungao f : X := [0,+00) — R definida por

fx) = c, se x =0,

1/z, sex >0,

¢é descontinua em x = 0.

De fato, a sequéncia (1/n) converge para 0, mas f(1/n) = n nao con-
verge em R. Pelo Teorema 14.3 concluimos que f é descontinua em
x = 0.

A fungao f(x) := sgn(z) é descontinua em = = 0. Veja Figura 12.2.

Vimos no Exemplo 12.3 (b) que se z,, = (—1)"/n entdo z,, — 0 mas a
sequéncia (f(z,)) ndo converge. Entao, pelo Teorema 14.3 concluimos

que f é descontinua em x = 0.

Serd um bom exercicio para vocé mostrar que sgn(z) ¢ continua em
todo ponto = # 0.

Seja X := R e seja f a “funcao descontinua” de Dirichlet definida por

1 se x é racional,
flz) = o
0 se x é irracional.
Afirmamos que f é descontinua em todo ponto z € R. Essa funcao
foi introduzida por P. G. L. DIRICHLET (1805-1859), um grande

matematico do século XIX.

De fato, seja £ um nimero racional. Pelo Teorema da Densidade 4.5,
existe um nimero irracional £, satisfazendo Z < £, < T+1/n para todo
n € N. Assim, a sequéncia (&,) converge a T e &, € R\ Q para todo
n € N. Como f(&,) = 0 para todo n € N, temos que lim f(§,) = 0,
enquanto f(z) = 1. Portanto, f ndo é continua em  se Z é um nimero

racional.
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Por outro lado, se & é um numero irracional, pelo Teorema da Den-
sidade 4.5, similarmente, podemos obter uma sequéncia (r,) tal que
r, € Q para todon € Ner, — z. Como f(r,) =1 para todo n € N,
temos lim f(r,) = 1, enquanto f(z) = 0. Portanto, f ndo é continua

em T se T é um numero irracional.

Como todo nimero real ou é racional ou é irracional, concluimos que

f € descontinua em todo ponto em R.

Seja X := {x € R : x > 0}. Para todo ntimero irracional z > 0
definimos f(z) = 0. Dado um ndmero racional em X, podemos es-
crevé-lo na forma p/q, com p,q € N primos entre si (i.e., sem divi-
sores comuns exceto 1), e entao definimos f(p/q) = 1/q. Afirmamos
que f é continua em todo nimero irracional em X, e descontinua em
todo nimero racional em X. Essa fun¢ao foi introduzida em 1875 por
K. J. Thomae.

De fato, se Z > 0 é racional, tomemos uma sequéncia (x,) de nimeros
irracionais em X que converge para Z. Entao lim f(x,) = 0, mas

f(z) > 0. Logo, f é descontinua em Zz.

Por outro lado, se Z é um nimero irracional e £ > 0, entao (pela Pro-
priedade Arquimediana) existe um nimero natural Ny tal que 1/Ny <
€. Note também que existe apenas um niimero finito de racionais com
denominador menor que Ny no intervalo (Z—1,Z+1), ja que para cada
g€ {l,..., Ng— 1} existem no méximo 2¢ racionais com denominador
igual a ¢ nesse intervalo (por qué?). Portanto, podemos escolher § > 0
pequeno o bastante de modo que a vizinhanga (Z—4, z+09) nao contenha
nenhum racional com denominador menor que Ny. Segue entao que
para |[x —Z| < 0, com x € X, temos |f(z) — f(Z)| = |f(x)] < 1/Ny < e.

Portanto, f é continua no nimero irracional Z.

Consequentemente, deduzimos que a funcao de Thomae f é continua

exatamente nos pontos irracionais de X.

Sejam f : X — R e £ um ponto de acumulacao de X tal que = ¢ X.

Se f tem um limite L no ponto Z e se definimos f : X U{Z} — R por

_ L para x = Z,

f(z) paraze X,

entao f ¢é continua em Z.
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De fato, precisamos apenas verificar que lim f = L mas isso é imediato

ja que lim f = L. o
Por exemplo, se f(x) = xsen(1/z) para x # 0, f(r) = f(x) parax # 0
e f(0) =0, entdo f é continua em R. Veja Figura 13.1.

(j) Se a fungdo f : X — R ndo possui limite em Z, entdo nao existe
nenhuma forma de obter uma funcdo f : X U{z} — R continua em Z
definindo

_ c para x = 7,

f(z) paraze X,
qualquer que seja ¢ € R.

De fato, se lim f existisse, entao também existiria lim f e valeria a

r—T T—T
igualdade lim f = lim f.
r—T r—T
Por exemplo, a funcao f(z) := sen(1/x) para x # 0 (veja Figura 12.3)
nao possui limite em x = 0. Assim, nao hd nenhum valor que possamos
atribuir a ela em x = 0 de modo a obter uma extensao de f continua

em z = 0.

Exercicios 14.1

1. Prove o Teorema 14.2 (Critério Sequencial).
2. Prove o Teorema 14.3 (Critério de Descontinuidade).

3. Sejaa < b < ¢. Suponhamos que f é continua em [a, b], que g é continua
em [b,c] e que f(b) = g(b). Defina h sobre [a,c] pondo h(z) := f(z)
para = € [a,b] e h(x) := g(z) para z € [b,c|]. Prove que h é continua

em [a, c].

4. Se z € R, definimos [z] como o maior inteiro m € Z tal que m < x.
Por exemplo, [5.7] = 5, [n] = 3, [-n] = —4. A fungdo x — [z] é
chamada a func¢ao parte inteira. Determine os pontos de continuidade

das seguintes funcoes:

CEDERJ
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10.

11.

Seja f(z) = (22 — 2z — 3)/(x — 3) para z # 3. E possivel definir f em

x = 3 de modo que f seja continua nesse ponto?

Seja f : R — R continua em z e f(Z) > 0. Mostre que existe uma

vizinhanga V3(z) de Z tal que se x € Vy(Z), entao f(x) > 0.

Seja f : R — R continua em R e seja Z = {z € R : f(z) = 0} o
“conjunto zero” de f. Se (x,) é uma sequéncia tal que z,, € Z para

todo n € N e z = lim x,,, mostre que r € Z.

Sejam X CY CR, f:Y -Reg: X — R arestricao de f a X, i.e.,
g9:= flX.

(a) Se f é continua em T € X, mostre que g é continua em Z.

(b) Dé um exemplo em que a restrigao g é continua num ponto Z, mas

sua extensao f nao é continua em Z.

Seja K > 0 e suponhamos que f : R — R satisfaz |f(z) — f(y)| <

K|x — y| para todo =,y € R. Mostre que f é continua em todo ponto
x eR.
Suponhamos que f : R — R é continua em R e que f(r) = 0 para todo

r € Q. Prove que f(z) =0 para todo = € R.

Sejam f,g: R — R funcoes continuas em R, e seja h : R — R definida
por h(x) := f(z) para z € Q e h(x) := g(z) para z € R\ Q. Prove que

h é continua em T se, e somente se, f(z) = g(Z).
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Aula 15 — Combinacoes de Funcoes Continuas

Metas da aula: Estabelecer os principais fatos sobre operacoes com

fungoes continuas bem como sobre composicao dessas fungoes.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Conhecer os resultados sobre operacoes com fungoes continuas e sobre
composicao dessas fungoes, bem como suas aplicacoes no estabeleci-

mento da continuidade de fungoes.

Introducao

Nesta aula vamos estabelecer os principais resultados sobre operagoes

com fungoes continuas assim como sobre a composicao dessas fungoes.

Operagoes com Funcoes Continuas

Seja X C R, sejam f e g funcoes de X em R e seja ¢ € R. Vamos
iniciar esta aula estabelecendo a preservagao da continuidade pelas operacoes
de soma f + g, diferenca f — g, produto fg, multiplicagao por constante cf,
e, quando g(z) # 0 para todo = € X, do quociente f/g. Subsequentemente,
vamos analisar a questao sobre a continuidade da composicao de funcoes

continuas.

Teorema 15.1
Sejam X C R, f,g: X — R, ¢ € R. Suponhamos que f e g sdao continuas
em 7z € X.

(i) Entao f+g¢, f — g, fg e c¢f s@o continuas em Z.

(ii) Se g(x) # 0 para todo x € X, entao o quociente f/g é continua em .

Prova: Se T nao é um ponto de acumulacao de X, entao a conclusao é

automatica. Portanto, vamos assumir que Z é um ponto de acumulagao de

X.

(i) Como f e g sdo continuas em Z, entao

lim f(z) = f(z),  limg(z) = g(2).

T—T rT—T
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Logo, segue do Teorema 13.2 que

lim (f 4 g) = lim f + lim g = f(7) + g(2).

T—T

Portanto, f+4g¢ é continua em z. De forma inteiramente semelhante, provamos

que f —g, fg e cf sao continuas em Z.

(ii) Do mesmo modo, se g(x) # 0 para todo x € X, o Teorema 13.2 implica

i (1) = s - (D)

Portanto, f/g é continua em z. O

que

O préximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 15.1,

aplicado a todo ponto de X.

Teorema 15.2
Sejam X C R, f,g: X — R funcoes continuas em X, e c € R.

(i) As fungoes f+ g, f — g, fg e cf sao continuas em X.

(ii) Se g(z) # 0 para todo = € X, entao a fun¢ao quociente f/g é continua
em X.

Observacao 15.1
Para definir fungdes quocientes, as vezes é mais conveniente proceder do
seguinte modo. Se g : X — R, seja X, := {x € X : g(x) # 0}. Podemos

definir o quociente f/g no conjunto X, por

<i> (x) == @) para r € X,. (15.1)
9 g(x)

Se g é continua num ponto ¥ € X,, claramente a restricao g, de g a X,
também é continua em Z. Portanto, segue do Teorema 15.1 aplicado a g,
que f/g. é continua em z. Como (f/g)(x) = (f/g.)(x) para x € X, segue
que f/g é continua em Z € X,. Similarmente, se f e g sdo continuas em X,

entao a funcdo f/g, definida em X, por (15.1), é continua em X,.

Exemplos 15.1
(a) Se p é uma fungao polinomial, de modo que p(x) = a,z" + a,_ 12" +
-+« + a1z + ap para todo z € R, entao segue do Exemplo 13.1 (e) que
ililé p(x) = p(z) para todo z € X. Portanto, uma fungao polinomial é

continua em R.
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Se p e ¢ sao fungoes polinomiais em R, entao existe no maximo um
nimero finito de raizes de ¢, aq,..., . Se x ¢ {aq,...,a,}, entao
q(z) ¢ 0 de modo que podemos definir a fungao racional r por
x
r(z) = p(z) para x ¢ {ay,...,an}.
q(x)
Vimos no Exemplo 13.1 (f) que se ¢(z) # 0, entao
T T
lim r(z) = lim J(@) = L_) =r(z).
vz =z g(x)  g(z)
Portanto, r é continua em z. Assim, concluimos que uma funcao
racional é continua em todo nimero real para o qual ela estd definida.
Consideremos a série s(z) := > a,2™ para x € R. Segue do Teste da
Raiz 11.4 que s converge se
|| lim |a,| "™ < 1.
Suponhamos que existe o := lim |a, |/ em R. Facamos
1
R:=— sea#0eR:=+00sea=0.
a
O nimero R assim definido é chamado o raio de convergéncia de s(z).
Defina s(z) := ) a,a™ para todo z € X := (—R,R) C R. Entao a
fungao s(z) é continua em todo = € X.
De fato, seja dado € > 0. Tomemos d; > 0 e r > 0 tais que —R < —r <
T—0<T<ZI+d <r<R Como ) a,r" converge, podemos obter
N € N tal que
- €
Z a,r" < 3
n=N+1
Assim temos
Zani"—l— Z <2Zan7‘ <—
n=N+1 n=N+1 n=N+1
N
para todo x € X tal que |z — Z| < 0;. Agora p(z) := > a,z" é uma
n=1
funcao polinomial e, portanto, pelo item (a) é continua em todo = € R.
Logo, existe d; tal que se |z — Z| < Jy, entdo
_ £
[p(z) —p(@)] < 3.
191
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Tomemos 0 := min{dy, dy}. Entdo se |x — Z| < J, temos

[s(x) = s(2)] < p(x) = p(@)| +| Y and"|+| D ana”
n=N-+1 n=N+1
<iiE_
33 7
Como & > 0 é arbitrario, concluimos que s(z) é continua em = para
todo z € X.
(d) Consideremos as séries s(z) := i ix%*l ec(r) = i (_1)k:p2k.
k=0 (2k +1)! i=o (2k)!
F CD g o C k=0,1,2 E facil
acamos aj == —————— e by, 1= ara k = .... E facil ver
que
b
lim 1241 _ tim 1241l _
|ay] ||

Assim, deduzimos pelo Exemplo 11.2 (c) que
lim |ap|Y* =0 e lim|bY* = 0.

Portanto, ambas as séries s(x) e c(x) possuem raio de convergéncia

igual a +00. Portanto, podemos definir as fungoes

S Gt DA - (=D,
s(z) = Z ﬁx k e c(x):= Z <(2k§! 2% para todo z € R.

k=0 k=0

Vamos ver em aula futura que, de fato, temos
s(z) =sen(z) e c(x)=cos(x) para todo x € R.

Do item anterior segue entao que sen(x) e cos(z) sdo fungoes continuas

em R.

(e) E possivel provar analiticamente que vale a classica interpretacao geométrica
para senx e cosx. (Veja Figura 15.1.) Dessa interpretacao geométrica

vemos facilmente que valem
|senz| < |r| e sen’x+cos’r =1 paratodox € R.

Da segunda relacao, segue imediatamente que |senx| < 1 e |cosz| < 1.

Além disso, valem as férmulas

rT—y rT+y
senx —seny = 2sen ([ ——— | cos ,

2 2

(73) = ()
COST — CcOsy = —2sen 5 sen 5 .
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Portanto, se 7 € R, entao temos
1
| sen x — sen Z| §2'§|x—f|-1: |z — Z|.

Isto nos d4 uma outra maneira de mostrar a continuidade de sen x para

todo x € R.

Da mesma forma,

1
|cosx — cosz| < 2-1-§|a:—f| = |z — 7|,
0 que também nos da uma outra prova da continuidade de cosx para
todo x € R.
x
\ raio=1 \
Figura 15.1: A interpretacao geométrica de senx e cos .

Composicao de Funcoes Continuas

Vamos agora mostrar que se f : X — R é continua num ponto T e
se g : Y — R é continua em § := f(Z), entdo a composta g o f é continua
em Z. Para que tenhamos g o f definida em todo X, é preciso também que
f(X)cCY.
Teorema 15.3
Sejam X, Y C Resejam f: X - Reg:Y — R fungoes tais que f(X) C Y.
Se f é continua num ponto & € X e g é continua em ¢y := f(z) € Y, entao a
funcao composta go f : X — R é continua em .
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Prova: Seja W uma e-vizinhanca de g(y). Como ¢ é continua em g, existe
uma ¢’-vizinhanga V de y = f(z) tal que se y € VNY', entao g(y) € W. Como
f é continua em 7, existe uma d-vizinhanca U de T tal que se z € UNX, entao
f(z) € V (Veja Figura 15.2). Como f(X) C Y, segue que se x € U N X,
entdo f(x) € VNY de modo que go f(z) = g(f(x)) € W. Mas como W é
uma e-vizinhanga de g(y) arbitraria, isso implica que g o f é continua em Z.
O

Figura 15.2: A composicao de f e g.

O teorema seguinte é uma consequéncia imediata do Teorema 15.3.

Porém vamos enuncia-lo devido a sua importancia.

Teorema 15.4
Sejam X, Y C R, f: X — R continuaem X e g : Y — R continua em Y.
Se f(X) C Y, entao a fungao composta go f : X — R é continua em X.

Os Teoremas 15.3 e 15.4 sao muito uteis para estabelecer a continuidade
de certas funcoes. Eles podem ser usados em diversas situagoes em que seria

dificil aplicar a defini¢ao de continuidade diretamente.

Exemplos 15.2
(a) Seja g(z) := |z| para € R. Segue da desigualdade triangular que

l9(x) = g(z)] < | — 7|
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para todo x,z € R. Logo, g é continua em todo z € R. Se f : X C
R — R é qualquer funcao continua em X, entao o Teorema 15.4 implica

que g o f = |f| é continua em X.

(b) Seja g(z) := y/x para x > 0. Segue do Exemplo 7.2 (b) e do Teo-
rema 14.2 que g é continua em todo nimero z > 0. Se f : X CR — R
é continua em X e se f(z) > 0 para todo = € X, entdo segue do

Teorema 15.4 que g o f = /f é continua em X.

(¢) Seja g(x) := senx para x € R. Vimos no Exemplo 15.1 (d) que g é
continua em R. Se f: X C R — R é continua em X, entao segue do
Teorema 15.4 que g o f ¢é continua em X.

Em particular, se f(z) := 1/x para x # 0, entao a fungao g o f(x) =

sen(1/z) é continua em todo ponto & # 0.

Exercicios 15.1
1. Determine os pontos de continuidade das seguintes fungoes e diga que

teoremas sao usados em cada caso.

22 +2r+1
(a) f(z) S (z € R),

(0) (@) 1= VotV (a2 0),
(©) fla) = Y )

(d) f(z) :=cosv1+a? (x €R).

2. Mostre que se f : X — R é continua em X C R e se n € N, entao a

funcao f" definida por f™(z) := (f(x))" para x € X é continua em X.

3. Seja x +— [z] a fungdo parte inteira. Determine os pontos de con-
tinuidade da funcao f(x) :=z — [z], x € R.

4. Seja g definida em R por g(1) := 0 e g(z) = 2 se x # 1, e seja
f(x) := z + 1 para todo x € R. Mostre que lir%g o f # go f(0).
Por que isso nao contradiz o Teorema 15.37

5. Sejam f, g definidas em R e seja £ € R. Suponhamos que lim f =g e

que g é continua em . Mostre que lim g o f = g(¥).

6. Dé um exemplo de uma fungao f : [0,1] — R que é descontinua em

todo ponto de [0, 1] mas tal que |f| é continua em [0, 1].
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10.

Seja h : R — R continua em R satisfazendo h(m/2") = 0 para todo
m € Z, n € N. Mostre que h(xz) = 0 para todo = € R.

Se f e g sdo continuas em R, seja S := {z € R : f(x) > g(x)}. Se
(sp) C S elims, = s, mostre que s € S.

Seja g : R — R satisfazendo a relagao g(x + y) = g(x)g(y) para todo
x,y € R. Mostre que se g é continua em x = 0, entao g é continua
em todo ponto de R. Além disso, se tivermos g(xy) = 0 para algum

xo € R, entdo g(x) = 0 para todo = € R.

Sejam f,g : R — R continuas num ponto = € R, e seja h(x) :=
max{ f(z),g(z)} para z € R. Mostre que h(z) = 3(f(z) + g(z)) +
1| f(x) — g(z)| para todo z € R. Use esse fato para mostrar que h é

continua em 7.
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Aula 16 — Funcoes Continuas em Intervalos

Metas da aula: Estabelecer o Teorema do Maximo-Minimo para funcoes
continuas em intervalos fechados limitados. Estabelecer o Teorema do Valor

Intermediario para fungoes continuas em intervalos.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado do Teorema do Méximo-Minimo para fungoes continuas

em intervalos fechados limitados.

e Saber o significado do Teorema do Valor Intermediario para funcoes

continuas em intervalos.

Introducao

Nesta aula vamos apresentar os principais resultados sobre funcoes
continuas em intervalos. Primeiramente vamos ver o Teorema do Méaximo-
Minimo para fungoes continuas em intervalos fechados limitados. Esse re-
sultado estabelece que funcgoes continuas em intervalos fechados limitados
assumem os seus valores maximo e minimo nesses intervalos. Em seguida
vamos ver o também muito importante Teorema do Valor Intermediario que
estabelece que, dada uma fungao continua definida num intervalo e dois val-
ores dessa funcao assumidos em dois pontos desse intervalo, entao qualquer
valor entre esses dois valores é assumido num ponto do intervalo entre os dois

pontos onde sao assumidos os valores dados.

O Teorema do Maximo-Minimo

Iniciaremos mostrando que a imagem por uma funcao continua de um

intevalo limitado e fechado é um conjunto limitado.

Definigao 16.1
Diz-se que uma funcao f : X C R — R ¢é limitada em X se existe uma
constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo x € X.

Teorema 16.1
Seja I := [a, b] um intervalo fechado limitado e seja f : I — R continua em
I. Entao f é limitada em I.
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Prova: Suponhamos que f nao é limitada em /. Entao, para cadan € N
existe um x,, € I tal que |f(x,)| > n. Como I = [a,b], a seqliéncia x := (x,,)
satisfaz a < x,, < b para todo n € N. Portanto, o Teorema de Bolzano-
Weierstrass 8.5 implica que existe uma subseqiiéncia x' := (z,,) de x que
converge a um numero T e pelo Teorema 7.5 temos a < = < b, ou seja,
z € I. Entao f é continua em Z, de modo que (f(z,)) converge a f(Z).
Do Teorema 7.1 segue que a subseqiiéncia convergente (f(z,,)) tem que ser

limitada. Mas isso nos da uma contradicao ja que
|f(zn,)| >nx >k  paratodo k € N.

Portanto, a hipétese de que a funcao continua f nao é limitada no intervalo
fechado limitado I nos leva a uma contradicao, o que prova que f é limitada
em /. 0

Definicao 16.2
Seja X C Reseja f: X — R. Dizemos que f tem um mdximo absoluto em

X se existe um ponto x* € X tal que
flz™) > f(x) para todo x € X.

Dizemos que f tem um minimo absoluto em X se existe um ponto x, € X
tal que
flzy) < f(x) para todo = € X.

Dizemos que x* é um ponto de mdzrimo absoluto para f em X, e que x, é um

ponto de minimo absoluto para f em X, caso eles existam.

Teorema 16.2 (Teorema do Maximo-Minimo)
Seja I := [a, b] um intervalo fechado limitado e seja f : I — R continua em

I. Entao f tem um maximo absoluto e um minimo absoluto em /.

Prova: Considere o conjunto nao-vazio f(I) := {f(x) : x € I} de valores de
f sobre I. O Teorema 16.1 estabelece que f(I) é um subconjunto limitado
de R. Seja y* := sup f(I) e y. := inf f(I). Afirmamos que existem pontos
z* e z, em [ tais que y* = f(2*) e y. = f(x,). Vamos provar a existéncia
do ponto z*, sendo a prova da existéncia de x, inteiramente semelhante e

deixada para vocé como exercicio.

Como y* = sup f(I), dado n € N, o nimero y* — 1/n nao é uma cota

superior de f(I). Sendo assim, existe x,, € I tal que

1
Y= =< flz,) <y para todo n € N.
n
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Como [ é limitado, a seqiiéncia x := (z,,) é limitada. Portanto, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass 8.5, existe uma subseqiiéncia x’ := (z,,) de x que
converge para um & € R e pelo Teorema 7.5 temos = € I. Logo, f é continua

em = de modo que lim f(z,,) = f(z*). Como

1 1
y*_ESy*__<f(xnk)§y* para todo n € N,
ng

concluimos pelo Teorema do Sanduiche 7.6 que lim f(z,,) = y*. Portanto,

temos que
f(@®) =lim f(zn,) = y* = sup f(I),

e entao concluimos que z* é um ponto de maximo absoluto de f em I. [

A Figura 16.1 ilustra o fato estabelecido no Teorema 16.2.

sup f(I)

Figura 16.1: f(I) = [f(z.) = inf f(I), f(z*) = sup f(I)].

A seguir damos alguns exemplos mostrando que as hipoteses dos Teo-

remas 16.1 e 16.2 nao podem ser relaxadas.

Exemplos 16.1
(a) Nos Teoremas 16.1 e 16.2 a hipdtese de que o intervalo é limitado nao

pode ser relaxada.
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De fato, a funcdo f(x) := z para z no intervalo fechado ilimitado
I := [0,00) é continua mas nao ¢ limitada. Em particular, ela nao

possui um maximo absoluto em 1.

(b) Nos Teoremas 16.1 e 16.2 a hipdtese de que o intervalo é fechado nao

pode ser dispensada.

De fato, a funcao g(x) := 1/ para z no intervalo semi-aberto I := (0, 1]
é continua mas nao ¢ limitada. Em particular, essa funcao também nao

possui um maximo absoluto no intervalo I em questao.

(c) Nos Teoremas 16.1 e 16.2 a hipdtese de que a funcdo é continua nao

pode ser descartada.

De fato, a fungdo f definida no intervalo fechado limitado I := [0, 1]
por f(x) :=1/z para x € (0,1] e f(0) := 0 é descontinua em = = 0 ¢
¢ ilimitada em I. De novo, a funcao f assim definida nao possui um

maximo absoluto no intervalo fechado limitado 1.

(d) A fungao f(z) := 1/x nao possui nem um méximo absoluto, nem um

minimo absoluto no intervalo I := (0, c0).

Essa funcao ¢ ilimitada superiormente em [ e assim nao pode ter um
maximo absoluto. Por outro lado, nao existe nenhum ponto em I onde

f assuma o valor 0 = inf{f(z) : = € I}.

(e) Os pontos de maximo e de minimo absolutos cuja existéncia é garantida

pelo Teorema 16.2 nao sao necessariamente Unicos.

De fato, um exemplo extremo é o de uma funcao constante f(z) := ¢
num intervalo fechado limitado I := [a,b]. Nesse caso, todo ponto de
I é ao mesmo tempo um ponto de maximo absoluto e um ponto de

minimo absoluto para f.

Um outro exemplo menos drastico é fornecido pela fungao f(x) := 2
em [—1,1] onde z = —1 e z = 1 sdo ambos pontos de maximo absoluto

para f, ao passo que x = 0 é o Unico ponto de minimo absoluto para

f.

O Teorema do Valor Intermediario

O préximo resultado, devido a Bolzano, mostra uma propriedade fun-

damental das fungoes continuas definidas em intervalos.
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Teorema 16.3 (Teorema do Valor Intermedidrio)
Seja I um intervaloem Re f: I — R continuaem I. Sea,be [ ese k€ R

satisfaz f(a) < k < f(b), entdo existe um ponto ¢ € I tal que f(c) = k.

Prova: Se a < b, a fungao g(x) := f(x) — k satisfaz g(a) < 0 e g(b) > 0. Se
b < a, a fungao g := k — f(z) satisfaz g(b) < 0 e g(a) > 0. Em qualquer um
dos dois casos, se acharmos um ponto ¢ pertencente ao intervalo aberto de

extremos a e b tal que g(c) = 0, entdo teremos f(c) = k como afirmado.

Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que k = 0, a < b,
f(a) < 0e f(b) > 0. O teorema ficard provado se mostrarmos que existe ¢
satisfazendo a < ¢ <be f(c) = 0.

Com efeito, seja X := {x € [a,b] : f(x) < 0}. Entao X é nao vazio
e limitado. Logo, existe ¢ := sup X. Afirmamos que a < ¢ < be f(c) = 0.
De fato, f(a) <0 e lim f(z) = f(a). Assim, pelo Teorema 13.5, temos que

r>a

existe 0 > 0 tal que f(z) > 0 para x € [a,a + 0). Logo a nao é cota superior

de X e portanto ¢ > a. Por outro lado, f(b) > 0, lin}) f(z) = f(b) e, de novo,

z<b
o Teorema 13.5 implica que existe § > 0 tal que f(z) > 0 para x € (b—4,b].

Logo, b nao é a menor cota superior de X e portanto ¢ < b.

Agora, se f(c) < 0, entdao o Teorema 13.5 implica que para 6 > 0
suficientemente pequeno temos a < ¢ — 90 < ¢ < c+d < be f(r) <0
se ¢ € (c— d,c+9), contradizendo o fato de ¢ ser cota superior de X.
Similarmente, se f(c¢) > 0, entdo do Teorema 13.5 segue que para § > 0
suficientemente pequeno temos a < ¢ — 9§ < c < c+0 < be f(z) > 0 se

x € (¢ —9d,c+ §), contradizendo o fato de ¢ ser a menor cota superior de X.

Portanto, necessariamente devemos ter f(c) = 0, o que conclui a prova.
0

O préximo teorema resume num s6 enunciado os resultados forneci-
dos pelo Teorema do Méaximo-Minimo 16.2 e pelo Teorema do Valor Inter-

mediario 16.3.

Teorema 16.4
Seja I um intervalo fechado limitado e f : I — R uma funcao continua em 1.

Entao o conjunto f(I):= {f(x) : z € I} é um intervalo fechado limitado.

Prova: Se m := inf f(I) e M := sup f(I), entdo sabemos pelo Teorema
do Méaximo-Minimo 16.2 que existem x,,z* € I tais que m = f(z,), M =
f(z*). Portanto, m e M pertencem a f(I). Além disso, temos f(I) C
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[m, M]. Agora, se k é qualquer elemento de [m, M], entdo o Teorema do
Valor Intermedidrio 16.3 implica que existe ¢ € [z, z*] C I tal que k = f(c).
Portanto, k € f(I) e concluimos entao que [m, M| C f(I). Logo, f(I) é o
intervalo fechado limitado [m, M]. O

O tdltimo resultado que apresentaremos a seguir estabelece a propriedade
das funcoes continuas de levar intervalos em intervalos. Vimos no resultado
anterior que intervalos fechados limitados sao levados por fungoes continuas
em intervalos fechados limitados. Em geral, porém, quando um intervalo nao
é fechado e limitado, sua imagem podera ser de um tipo diferente do dele.
Por exemplo, a imagem do intervalo aberto (—1,1) pela funcdo continua
f(x) :==1/(1+ 2?) é o intervalo semi-aberto (1/2,1]. J4 o intervalo fechado
[0,00) é levado por essa mesma fungao no intervalo semi-aberto (0, 1]. (Veja
Figura 16.2.)

Figura 16.2: Gréfico da funcao f(x) := 1/(1 + 2?) para = € R.

Teorema 16.5
Seja I um intervalo e seja f : I — R continua em . Entao o conjunto f(I)

é um intervalo.

Prova: Vimos no Teorema 5.10 que um conjunto X C R é um intervalo se,
e somente se, dados a, f € X com a < [3, entdo [a, ] C X. Assim, sejam
a,f € f(I) com a < 3. Pela defini¢ao de f(I), existem a,b € I tais que
a= f(a) e B = f(b). O Teorema do Valor Intermedidrio 16.3 implica que se
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k € (o, ) entdo existe ¢ € I tal que k = f(c) € f(I). Logo, [a, 8] C f(I), 0
que mostra que f(I) é um intervalo. O

Exercicios 16.1

1.

Seja I :=[a,b] e f: I — R uma fungao continua tal que f(x) > 0 para
cada = € I. Prove que existe um nimero k > 0 tal que f(z) > k para
todo z € I.

Seja I := [a,b] e sejam f,g : I — R fungdes continuas em /. Mostre
que o conjunto E :={z € I : f(x) = g(z)} tem a propriedade de que

se (z,) CEex, — T, entao z € E.

Sejam [ := [a,b] e f : I — R tal que para cada x € [ existe y € I
satisfazendo |f(y)| < 3|f(x)|. Prove que existe um ponto ¢ € I tal que

f(e) =0.

Seja f : R — R continua em R e § € R. Mostre que se o € R é tal
que f(xg) < 3, entdo existe uma d-vizinhanca U := Vj(zq) de ¢ tal
que f(z) < 3 para todo z € U.

Considere o polinémio p(x) := azr®+asx*+a1x+ag, com ag, ay, as, az €
R e ag > 0. Mostre que existe Ny € N tal que se n € N en > N,
entdao p(n) > 0 e p(—n) < 0. Use esse fato para mostrar que p possui
ao menos uma raiz em R. Generalize esse resultado para qualquer

polinémio de grau impar.

Mostre que o polinomio p(z) := z* + 52% — 7 possui ao menos duas

raizes reais.

Seja f continua no intervalo [0,1] e tal que f(0) = f(1). Prove que
existe um ponto ¢ € [0,1] tal que f(c) = f(c+ 3). [Dica: Considere
g(z) := f(x) — f(z + %) no intervalo [0,1/2].]

(Método da Bissecgao para Localizar Raizes) Sejam [ := [a,b] e
f: I — R continua em I tal que f(a) < 0 < f(b). Vamos gerar por
bisseccao uma sequéncia de intervalos encaixados Iy D Ip, D I3 D -+ -
com Iy := [ag, bi] e ay, by, € I a serem definidos. Seja I; := [aq, by], onde
ay = a, by := b, e seja p; o ponto médio p; := %(al +b1). Se f(p1)=0
teremos encontrado uma raiz de f(z) = 0 e o processo termina. Se
f(p1) # 0, entao ou f(p1) > 0ou f(p1) <0. Se f(p1) > 0, entdo pomos
ay := aj e by := pp, enquanto se f(p;) < 0, entdo fazemos ay = py,
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by := b;. Em qualquer dos casos, definimos I5 := [ag, bs]: temos Iy C I,
(by — az) = 5(b1 — a1) e f(az) <0 < f(b).

(a)

Mostre por indugao como definir os intervalos I,, := [ay,, b,| para
n > 2, de modo que se f(an,—1) < 0 < f(b,—1), entdo I, C
Iy, (by —an) = %(bn—l — ap-1) e fla,) < 0 < f(by); e se
flan—1)f(bp—1) =0, entao I, := I,_.

Caso nao exista ng € N tal que pn, = 5 (an,+by,) satisfaz f(pn,) =
0, entao prove que existe ¢ € [ tal que lima, = limb, = c e
fle)=0.

Defina as sequéncias (a,) e (b,) com a,, b, obtidos pelo método da
bissecgao, fazendo a,, = b, = p,, para n > ny, caso exista no € N
tal que f(pn,) = 0, onde p,, é definido como no item anterior.
Mostre que dado € > 0 existem a,, e b, tais que a, < ¢, f(a,) <0
ec—a, <¢e eb, >c¢ f(by) >0eb,—c<e. Conclua que o
método da bisseccao fornece um modo de encontrar aproximacoes
para uma raiz da equagdao f(x) = 0 com erro arbitrariamente

pequeno.

Verifique que valem resultados totalmente andlogos no caso em
que f(a) > 0> f(b).

A fungdo f(z) := (z — 1)(x — 2)(x — 3)(z — 4)(z — 5) tem cinco
raizes no intervalo [0,7]. Se o método da bissecgao for aplicado
nesse intervalo que raiz serd localizada?

A mesma questdo para g(x) := (x —2)(z —3)(z —4)(z — 5)(x — 6)

no intervalo [0, 7].

10. Mostre que se f : [0,1] — R é continua e tem apenas valores racionais,

entao f é constante.




