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Resumo

YOKOYAMA, Leo AKio. Uma prova geométrica da versao projetiva do
Teorema de Steiner.

Orientador: Luiz Carlos Guimarédes. Rio de Janeiro: IM/CCMN/UFRJ, 2002. Diss.

@] objetivo deste trabalho é apresentar uma nova demonstracdo do Teorema
de Steiner completamente baseada em argumentos de geometria projetiva. Segundo
este teorema, a envoltéria das retas de Simson-Wallace é uma hipocicl6ide tricUspide
gue tornou-se conhecida por Deltdide de Steiner. Nds também apresentamos um

resumo da Histdria da Geometria Projetiva.
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Abstract

YOKOYAMA, Leo Akio. Uma prova geométrica da versdo projetiva do
Teorema de Steiner.

Orientador: Luiz Carlos Guimaraes. Rio de Janeiro; IM/CCMN/UFRJ, 2002. Diss.

Our goal is to give a new proof to Steiner Theorem on Projective plane com-
pletelly based on projective geometric arguments. According to this theorem the
envelope of Simson-Wallace lines is a tricuspids hypocycloid, which became known

as Steiner’s Deltoid. We also present a survey on Projective Geometry History.
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Capitulo 1

Introducao

No capitulo 2, apresentaremos brevemente a histéria da Geometria Projetiva.
Todas as informac6es contidas nele sdo encontradas nas referéncias [1], [3], [5], [8] e
[9].

O capitulo 3 pretende dar ao leitor o que poderia ser as primeiras idéias intuiti-
vas que levaram ao desenvolvimento formal da Geometria Projetiva. Eu o escrevi
baseado na referéncia [6] paginas 2, 3 e 4, (figura 3b). Com esta idéia, fui levado a
pensar nas outras projecbes (elipse e hipérbole).

A formalizagdo tedrica da Geometria Projetiva descrita no capitulo 4, tem como
objetivo fornecer os requisitos necessarios para a compreensao do Teorema Funda-
mental da Geometria Projetiva entre Conicas (TFGPC) e do modelo algébrico para
a Geometria Projetiva. Com isso, 0 leitor pode sentir falta de alguns teoremas.
Ou seja, perguntas naturais que surgem podem nao ser respondidas, ja que nédo é
0 intuito deste trabalho fazer um livro didatico sobre Geometria Projetiva Ele foi
baseado nas referéncias [4], [5] e [16].

Temos no capitulo 5, a descri¢cdo e a prova de um problema euclideano conhecido

como teorema de Steiner (referéncia [11] e[12]).



Finalmente o capitulo 6 mostra, de uma maneira geométrica e simples, a ge-
neralizagdo, dos teoremas provados no capitulo 5 na Geometria Projetiva. Este
resultado ndo é original (referéncia [10]) e é provado usando geometria algébrica.
Mas a prova que apresentaremos € original e foi inspirada na maneira natural de se
pensar em projecao.

Todas as figuras com entes geométricos foram feitas no Software Cabri-Géométre



Capitulo 2

Historia da Geometria Projetiva

A Geometria Projetiva comec¢a a dar seus primeiros passos com o desejo dos
pintores renascentistas de colocar em suas telas, da maneira mais fiel possivel, seus

objetos de pintura. Esse movimento comeca quase simultaneamente na Italia e na

Alemanha.

Leon Batista Alberti Filippo Brunelleschi

1Fotos encontradas em:
http:/ /easyweb.easynet.co.uk/giorgio.vasari/albert/alberti.htm

http:// easyweb.easynet.co.uk/ giorgio.vasari/brunell/brunell.htin



Filippo Brunelleschi (1377-1446), um arquiteto florentino, foi um desses primeiros
artistas. Leon Batista Alberti (1404-1472) em sua obra Delia pictura, escreveu o
primeiro tratado formal de uma nova técnica para representar um piso (fig.2a e
fig.2b).

Observando as figuras abaixo temos que os pontos F, G, H, I, J, K s&o projecdes

dos pontos f, g, h, i, j, k.

fig.2a fig.2b

Ele ja havia percebido que retas paralelas podem ser vistas como retas concor-
rentes que se cruzam na linha do horizonte.
Muitos pintores dessa época usavam esta técnica para fazer obras como Cidade

Ideaf de Piero delia Francesca.



A imagem feita por um pintor pode ser vista como uma proje¢do do original na
tela, com o centro de projec¢do no olho do pintor, como faziam os primeiros artistas
preocupados com a perspectiva.

Podemos ver nos quadros abaixo as primeiras tentativas de se pintar exatamente
aquilo que se observava. Estas “engenhocas” sdo conhecidas como as maquinas de

Direr3.

O pintor italiano de afrescos, Piero delia Francesca (14107-1492), em De prospec-

tiva pingendi (cerca de 1478), estudou o problema mais complicado de representar,

3http://www.dartmouth.edu/~matc/math5.geometry/unitll/unitll.html
http://www.uh.edu/engines/epil38.htm

http:/ / www.cybergnosis.com/cvl 1.html


http://www.dartmouth.edu/~matc/math5.geometry/unitll/unitll.html
http://www.uh.edu/engines/epil38.htm
http://www.cybergnosis.com/cvl

sobre o plano ba pintura, objetos em trés dimensfes observados de um ponto de

vista dado.

Piero delia Francesca

A relacdo entre arte e mateméatica era também forte na obra de Leonardo da
Vinci. Escreveu uma obra, agora perdida, sobre Perspectiva; seu Trattado delia
pittura comeca com a adverténcia: @Que ninguém que nao seja matematico leia
minhas obras7.

O pintor aleméo Albrecht Durer (1471-1528). um contemporaneo de Leonardo,
era considerado o melhor matematico dentre todos os artistas renascentistas. Seus
livros mais importantes sao: “Investigacdo sobre a medida com circulos e retas
de figuras planas e sélidas” e “Institutiones Geométricas”. Chega a Italia para
aprender com o0s mestres italianos. Segue as pegadas de Piero e se vale de suas
regras, preocupando-se em melhorar o uso das projecdes vertical e horizontal das
figuras por ele aplicadas na construcdo das diversas se¢bes do cone reto e para

representar as se¢des da cabega e do corpo humano.

4http:/ /leasyweb.easynet.co.uk/giorgio.vasari/piero/piero.htm



Infelizmente os matematicos da época de Direr ndo deram valor a essa ligacdo
entre a matematica e a arte. Esse tipo de estudo foi esquecido por mais de um

século.

Na época de Descartes e Fermat, eram os estudos da Geometria Analitica e do
Calculo Infinitesimal que estavam “em alta”. Com isso a Geometria Pura foi deixada
um pouco de lado.

Surge entdo a figura de Girard Desargues, arquiteto e engenheiro militar francés
que nasceu em Lyons em 1591 e morreu na mesma cidade em 1662. Ele se interessou
muito pela obra de Apoldnio intitulada As Conicas, e com isso comeca a desenvolver

uma nova fase da Geometria.

Girard Desargues

Seu ponto de vista pouco ortodoxo sobre o papel da Perspectiva na Arquitetura
e Geometria encontrou pouca simpatia, e ele voltou a Lyons para trabalhar em seu
novo tipo de matematica quase sozinho. Surgiu em 1639 um dos grandes livros menos
bem sucedidos de todos os tempos. O titulo revela talvez um autor inseguro ou entéo
muito modesto - Brouillon projet d'une atteirte aux événements dés recontres d’'un
cone avec un plan. Isso pode ser traduzido como “Esbog¢o tosco de uma tentativa

de tratar o resultado de um encontro entre um cone e um plano” 5

5http:/ /scienceworld.wolfram.com/biography/Desargues.html



Existem diversas razdes para explicar a rejeicdo inicial por parte dos matematicos
da época a obra de Desargues. Ela ficou ofuscada pela Geometria Analitica intro-
duzida dois anos antes por Descartes. Com isso os gebmetras estavam preocupados
em desenvolver esta nova e poderosa ferramenta, e tentando aplicar os infinitésimos
a ela. Além disso, Desargues adotou um infeliz e excéntrico estilo de escrever. Ele
introduziu cerca de setenta novos termos, muitos provenientes da Botanica. Por
exemplo, quando através de varios pontos de uma reta | passam varias outras retas
I é chamada de tronco. Os pontos no tronco, através dos quais passam outras retas,
sdo chamados de n6s. Qualquer outra reta que passa através dos nds é chamada de
galho em relagdo ao tronco. Arvore é uma reta com trés pares de pontos de uma
involucdo (conceito que veremos na se¢do 4.5.1). O Unico termo que sobreviveu foi
involucéo.

Uma hipotese para essa nova linguagem de Desargues sugere que tudo tenha
derivado do termo “arvore” usado pelos engenheiros para descrever um eixo. Entéo
seu vocabulario ndo convencional viria de seus conhecimentos como engenheiro.

Mas a idéia em que se baseia a obra de Desargues é a esséncia da simplicidade -
derivada da Perspectiva na arte da Renascenca e do Principio da Continuidade de
Kepler.

Sabemos que um circulo olhado obliquamente, aparece como uma elipse, ou
gue o contorno da sombra de um quebra-luz sera um circulo ou uma hipérbole
conforme esteja projetada no teto ou numa parede. As formas e tamanhos mudam
conforme o plano de incidéncia que corta o cone de raios visuais ou raios de luz; mas
certas propriedades permanecem as mesmas em todas essas mudancas, e foram essas
propriedades que Desargues estudou. Primeiro, uma sec¢do cOnica continua sendo
uma seccao cbnica, ndo importa quantas vezes é projetada. As cdnicas continuam

sendo uma unica familia de parentes proximos, como Kepler sugerira por razdes um



tanto diferentes. Mas ao aceitar esse ponto de vista, Desargues tinha que supor,
como Kepler, que a parabola tem um foco “no infinito” e que retas paralelas se
encontram “num ponto no infinito”. Kepler (no seu Paralipomena in Vitellionem,
1604) declarou que uma parabola tem dois focos, um deles estéd infinitamente distante
do outro, e que qualquer ponto na curva é “ligado” a este “foco cego” por uma
reta paralela ao eixo. Desargues (no seu Brouillon project ..., 1639) declarou que
retas paralelas “sont entre elles Pune mesme ordonnance dont le but est & distance
infinie.” Isto é, retas paralelas tém um ponto final em comum numa distancia
infinita. E de novo, “Quand en un plan, aucun des points d’'une droit n'y est a
distance finie, cette droit y est a distance infinie.;; (Quando nenhum ponto de uma
reta estd numa distancia finita, a reta toda estd numa distancia infinita). Assim se
poderia dizer que duas retas sempre se cruzam - seja num ponto ordinario, seja num
ponto no infinito (no caso de paralelas), também chamado de ponto ideal.

A Teoria da Perspectiva torna plausiveis essas idéias, pois a luz do Sol é ordi-
nariamente considerada como formada de raios paralelos - formando um cilindro ou
feixe de raios paralelos - ao passo que os raios de uma fonte de luz terrestre séo
tratados como um cone ou feixe de um ponto. O cilindro é simplesmente um cone
com vértice no infinito, e um feixe de retas paralelas é simplesmente uma familia
de retas que passam todas pelo mesmo ponto no infinito. De modo semelhante
Desargues estudou um feixe de planos por um ponto.

Seu trabalho sobre se¢des conicas foi a contribuicdo mais original para a Geome-
tria Pura no século XVII.

A grande vantagem da Geometria Projetiva sobre a Geometria de Apoldnio,
Descartes e Fermat é a generalizagdo. Muitos casos especiais se juntam num enunci-
ado geral. No entanto os matematicos da época ndo aceitaram os métodos da nova

geometria e se opuseram ativamente a eles, considerando-os perigosos e mal funda-



mentados. Eram téo raros os exemplares do Brouillon projet de Desargues que pelo
fim do século todos haviam desaparecido, pois Desargues publicava suas obras nao
para vendé-las mas para da-las aos amigos. A obra ficou completamente perdida
até que em 1847 uma cépia a mao feita por Philippe de Lahire, um dos poucos
admiradores de Desargues, foi encontrada muna biblioteca em Paris. Descartes, que
conhecera Desargues em paris em 1626, sempre teve alta estima por seu amigo. Mas
até Descartes quando ouviu dizer que o Brouillon projet trataria de sec¢Oes conicas
sem usar algebra ficou desanimado. Nao parecia possivel dizer algo sobre codnicas
gue nédo fosse mais facil de se exprimir com algebra.

Uma das idéias mais importantes de Desargues é justamente de ponto ideal ou
ponto do infinito. N&o estamos realmente trabalhando em Geometria Projetiva até
gue estejamos preparados para esquecer o status inferior de tais pontos extras e
admiti-los dentro da “comunidade” como verdadeiros membros tendo os mesmos
privilégios dos pontos ordinarios. Esta emancipacao foi feita pelo, K. G. C. von
Staudt (1798-1867). 0 ultimo vestigio de dependéncia da Geometria ordinaria foi
removida em 1871, com Felix Kelin munido de fundamentos algébricos para Ge-
ometria Projetiva em termos de “coordenadas homogéneas”, que foram descobertas
independentemente por K. W. Feuerbach e A. F. Mdbius em 1827. Esse foi mais um
dos motivos pelos quais a obra de Desargues nédo cativou 0os matematicos da época:
a dificuldade de se trabalhar com pontos do infinito, pois estavam acostumados com
retas paralelas (aquelas que nédo tém nenhum ponto em comum).

O prestigio da Algebra era tal que por quase dois séculos a beleza da Geometria
Projetiva passou despercebida. Mesmo hoje o0 nome de Desargues é familiar ndo por
ser o autor de Brouillon projet mas por uma proposicdo que nao aparece no livro, o

famoso teorema de Desargues:

10



uSe dois triangulos estdo colocados de tal maneira que as retas que unem o0s
pares de vértices correspondentes (AA\ BB', CG) sdo concorrentes em um ponto
O, entdo os pontos de interseccdo (P, Q, R) de pares de lados correspondentes (AB

e AB', etc.) sdo colineares, e reciprocamente

Desargues foi o profeta da Geometria Projetiva. Esta nova geometria ficou
adormecida até o comeg¢o do século XIX, quando homens como Gergonne, Poncelet,
Brianchon, Dupin, Chasles, e Steiner obtiveram grandes avangos nessa area.

Dentre todos os ramos da matematica, a Geometria tem sido o mais sujeito a
mudancas de gosto, de uma época para outra. Através dos esforcos de Monge e
Camot houve alguns sintomas de reavivamento da Geometria Pura durante o perio-
do da Revolugdo Francesa, mas a redescoberta quase explosiva da Geometria como
um ramo vivo da matemética veio principalmente no inicio do século dezenove. A
Ecole Polytechnique teve um papel nesse movimento, pois ah foi descoberto por um
estudante o bem conhecido teorema de Brianchon, que foi publicado em 1806 no
Journal de PEcole Polytechnique. Charles Julien Brianchon (1758-1864) tinha en-

trado na escola um ano antes apenas, quando estudou com Monge e leu a Géométrie

11



de position de Caxnot. O estudante de vinte e um anos, mais tarde oficial da ar-
tilharia e professor, primeiro retomou o teorema de Pascal, hd muito esquecido, e
exprimiu em forma moderna: “era todo hexagono inscrito numa se¢édo conica, 0s trés
pontos de intersecdo dos lados opostos sempre estdo sobre uma r e ta Continuando
com mais algumas demonstracdes chegou a que tem seu nome: “era todo hexagono

circunscrito a uma se¢do conica as trés diagonais se cortam num mesmo ponto”.

A determinacdo de um ponto por duas retas, sutilmente se compara com a de-
terminacdo de uma reta por dois pontos. Mais genericamente, veremos que toda
afirmacdo sobre pontos e retas (no plano) pode ser feita por uma afirmacao dual
sobre retas e pontos. A possibilidade de se fazer isto é conhecido como o “principio
da dualidade”.

O Principio da Dualidade no plano afirma que toda definicdo continua tendo
sentido e todo teorema permanece verdadeiro, quando trocamos as palavras ponto
e reta e conseqlientemente outros certos pares de palavras tais como colinear e
concorrente, vértice e lado, etc.

Os teoremas de Pascal e Brianchon sd@o, na verdade, fundamentais no estudo
projetivo das cbnicas. Formam, além disso, o primeiro exemplo claro de um par de
teoremas “duais” significativos na Geometria. Outro exemplo:

Dadas duas retas distintas existe um Unico ponto que pertence a ambas.

12



Dados dois pontos distintos, existe uma UGnica reta que 0s contém.

O arranjo de algumas das defini¢cdes, que veremos no capitulo 4, mostra o dual
do quadrangulo com trés pontos diagonais, o quadrilatero com trés retas diagonais.
Ainda mais simples é o dual do tridngulo (consistindo de vértices e lados) que é
0 proéprio triangulo (consistindo de lados e vértices); entdo o triangulo é dito uma
figura auto-dual

A existéncia de pontos do infinito é que permite a existéncia deste postulado e
seu dual, como veremos mais adiante.

Poncelet reivindicou este principio como descoberta sua, mas a natureza deste
principio foi mais claramente entendida por outro matematico, Julius Plicker (1801-
1868). Dualidade da a Geometria Projetiva um charme peculiar, fazendo-a mais
sintética do que a Geometria ordinaria (Euclideana).

Uma das mais atraentes caracteristicas da Geometria Projetiva é a simetria e a
economia que existe em torno do Principio da Dualidade, como mostram os exemplos

acima.

Tais relacBes entre pontos e retas sobre cbnicas foram mais tarde exploradas
eficazmente por outro graduado da Ecole Polytechnique, o homem que se tornou
0 verdadeiro fundador da Geometria Projetiva. Jean Victor Poncelet (1788-1867),
estudou também com Monge, entrou no corpo de engenheiros do exército bem a
tempo para tomar parte na malfadada campanha de Napoledo na Russia em 1812,
e passou varios anos numa prisdo em Moscou. Foi ai que se iniciou seu grande

trabalho.

13



Durante os anos de 1813-1814, em condic8es precarias numa prisao militar russa
em Saratow, Poncelet compusera um tratado de Geometria Analitica, Aplications
d’analyse et de geométrie. Essa obra, porém, s6 foi publicada cerca de meio século
depois (2 volumes, 1862-1864), apesar de originalmente, na intencdo do autor, ter
servido de introducdo ao seu muito mais célebre Traité des proprietés des figures
de 1822. Essa ultima obra diferia muito da primeira pois tinha forma sintética em
vez de analitica, e com ela iniciou-se 0 chamado “grande periodo” na histéria da

Geometria Projetiva.

Em 1829 a justificagdo logica do Principio da Dualidade foi solidamente esta-
belecida por Julius Plucker (1801-1868) através de um novo e importante ponto de
vista na Geometria Analitica. Plicker tornou-se o primeiro especialista moderno
em Geometria Analitica. Redescobriu um novo sistema de coordenadas que ja tinha
sido inventado independentemente trés vezes. Era o que chamamos coordenadas

homogéneas. Um dos descobridores foi A. F. Mdbius (1790-1860).

6http:/ /scienceworld.wolfram.com/biography/Poncelet.html
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Julius Plilcker 7

As linhas de raciocinio dos inventores diferiam, mas todos tinham algo em comum
- usavam trés coordenadas em vez de duas para determinar um ponto no plano.

Finalmente se tinha conseguido ligar os elementos infinitos de Kepler, Desargues
e Poncelet a um sistema de coordenadas de numeros ordinarios. Esse novo sistema
de coordenadas é o ideal para o estudo da Geometria Projetiva, que até entéo fora
estudada quase exclusivamente do ponto de vista da Geometria Pura.

Plicker havia descoberto o correspondente analitico do principio geométrico de
dualidade, a respeito do qual Gergonne e Poncelet haviam brigado; ficou claro agora
que a justificacdo que a Geometria Pura havia buscado em véao era aqui fornecida
pelo ponto de vista algébrico.

Um dos problemas que Poncelet atacou foi o estudo das propriedades graficas das
figuras, que ele define como aquelas que ndo envolvem tamanho de segmentos ou de
angulos. A distancia de dois pontos nao é invariante projetivamente, mas procurando
configuracBes invariantes projetivamente ele encontrou a relacdo harmoédnica (que
ndo serd desenvolvida neste trabalho) e com isso desenvolveu o comprimento na
Geometria Projetiva.

O tratamento algébrico para essa configuracdo harménica é chamado razdo du-

pla ou cruzada, que foi a grande contribuicdo de Chasles para a Geometria Projeti-

7http:/ /scienceworld.wolfram.com/biography/Pluecker.html
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va. Michael Chasles (1793-1880) foi também um excelente gedbmetra sintético. Ele
tornou-se professor de Geometria e Matematica na Ecole Polytechnique em 1841.
Mostrou como trabalhar Geometria Métrica no contexto projetivo e também co-
mo obter a Geometria ndo-Euclideana, através de uma cbdnica invariante por uma
projecdo no plano. No final do século XI1X e comeco do século XX foi mostrado
gue adicionando e alterando postulados gradualmente, pode-se passar da Geome-
tria Projetiva para a Euclideana, encontrando outras importantes geometrias pelo

caminho, como a Geometria ndo-Euclideana e a Afim.

Michel Chasles 8

Muitas das idéias de Poncelet foram aperfeigcoadas pelo gedmetra suico Jacob
Steiner, um dos maiores gebmetras sintéticos que o mundo conheceu. Steiner nasceu
em Utzensdorfem 1796 e ndo aprendeu a escrever até seus 14 anos. Aos 17 tornou-se
um pupilo de Johann Heinrich Pestalozzi (1746-1827), o famoso educador suico, que

estimulou no garoto o amor pela matematica.

8http://scienceworld.wolfram.com/biography/Chasles.html


http://scienceworld

Jacob Steiner 9

A autor da referéncia [1], descreve Steiner como “o0 maior gedmetra desde a época
de Apoldnio”. Ele tinha um incrivel poder de tratamento sintético da Geometria.
Contribuiu enormemente para o desenvolvimento da Geometria Projetiva escrevendo

numerosos tratados do mais alto nivel.

Outro grande gebmetra, a quem se deve grande parte da estruturacdo da Geome-
tria Projetiva Sintética, foi Von Staudt. Ele marca também o final de um grande
periodo na histéria da Geometria Projetiva.

Ha claramente um corte no desenvolvimento do método geométrico; o trabalho
de gedmetras subsequentes consistiu sobretudo em aperfeicoamento. Por 15 anos

0s seguidores deste ramo da matematica foram numerosos e dedicados. Progressos

9http:/ /scienceworld.wolfram.com/biography/Steiner.html
10http:/ / www.rsg-rothenburg.de/ rsg/mathe/ staudt/ vonStaudt.htm
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existiram, entretanto, se mantiveram mais concentrados no surgimento de aplicac6es

dos métodos ja descobertos do que na descoberta de métodos novos.
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Capitulo 3

Idéilas Intuitivas

Considere um ponto de projecao 0. Podemos pensar nele como se fosse uma
fonte luminosa pontual. Considere o plano s, euclideano, e outro plano wqualquer no
espaco. A Geometria Projetiva estuda o que acontece no plano t quando projetamos
nele o plano e, através de O. Chamaremos essa transformacdo de T. Quais as
semelhancas e as diferenc¢as dos dois planos? Quais as propriedades geométricas que
se alteram? E as que ndo sofrem mudancas? Quais séo as regras dessa transformacao
T?

Pensando intuitivamente percebemos que um ponto e uma reta em e continuam
sendo um ponto e uma reta em 7. Se o ponto A esta na reta a no plano e, o ponto
projetado A' (de A) estara na reta projetada a' (de a) no plano tt. Se A estivesse
em uma curva qualquer, pela projecdo, A' continuaria na curva projetada em tt
Ou seja, a incidéncia se preserva. O que ja ndo acontece com o tamanho de
segmentos e de angulos.

Retas paralelas em e nem sempre continuam paralelas em tt. E retas concorrentes

em e podem se tornar retas paralelas em 7, como mostram as figuras abaixo:
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fig.3a

fig.3b

Sejam dois planos perpendiculares e e tte um ponto O fora deles.
As duas retas p e g que eram paralelas em e pela transformacdo T tomam-se
duas retas concorrentes p' e ' em n. Ja as retas a e b concorrentes em e tornam-se

paralelas em 7r.
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Outra observacgéao interessante é que a reta i eme nao € projetada em nenhuma
reta do plano = Podemos pensar como se ela fosse para o infinito (em relagédo ao
plano o pela projecdo T). Por outro lado, nenhuma reta do plano e vai parar na reta
ordinaria f (em 7r), assim como a reta i' vai para o infinito do plano #. Podemos
pensar também que existe uma reta (do infinito) do plano e que é projetada em j".
Para entendermos melhor esta dltima projecédo, considere pares de retas paralelas
em todas as direcbes em e. Quando projetadas em ir, o conjunto dos pontos de
intersegdo dessas retas forma a reta j'. Na pratica j' é a intersecdo do plano 7 com

o plano paralelo ao plano e que passa por O.

Juntando estas idéias podemos concluir que retas paralelas, quando sdo proje-
tadas em outros planos, podem deixar de ser paralelas. E retas concorrentes podem
vir a se tornar paralelas por uma projecdo. Com isso, podemos considerar a existén-

cia de um ponto de intersecdo entre quaisquer duas retas.

Entdo podemos pensar que duas retas distintas, quaisquer, se interceptam

em um ponto (ordinario ou ideal).

A projecao da circunferéncia é um caso interessante.

Considerando a figura 3c, a reta i em e é tangente a circunferéncia C no ponto
Fj e pela projecdo, do ponto O para o plano #, F iria para o infinito em 7. Mas em
7r a circunferéncia se transforma em uma parabola k. Pois podemos imaginar ainda
um cone de vértice O onde a secéo dele com o plano e é uma circunferéncia e com

o plano 7 é uma paréabola.
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fig.3c

Ainda temos mais dois casos de projecdo da circunferéncia.

Quando a reta i, que vai para o infinito, é secante a circunferéncia, a projecao
€ uma hipérbole. E quando a reta i é exterior a circunferéncia, a projecdo de C ¢
uma elipse.

Sempre podemos pensar em cones com vértice em O, onde as projecbes sdo as

sec¢Bes do plano 7 com o cone, como mostram as figuras 3d e 3e:

1Esta figura, junto com a 3a, é da referéncia [6]. Inspirado nelas, desenvolvi os demais casos

como mostram as figuras 3d e 3e.
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fig.3d

fig.3e

No plano projetivo, a distincdo entre elipse, hipérbole e parabola, pode ser feita
determinando uma posicdo especial para a reta do infinito. Mas essencialmente
coOnicas sdo o0 mesmo objeto geométrico.

Entdo podemos dizer que a parabola é uma conica com apenas um de seus pontos
no infinito, a hipérbole é uma conica com apenas dois de seus pontos no infinito e a

elipse € uma cdnica com nenhum de seus pontos no infinito.
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Podemos realizar esta transformacdo quantas vezes quisermos com quaisquer
planos e quaisquer pontos de projecdo. Dizemos entdo que temos uma projetividade

do primeiro plano com o enésimo plano.

Estamos prontos para ver agora a formalizacdo da Geometria Projetiva.



Capitulo 4

Formalizacao da Geometria

Projetiva

Pensando na projecao de retas em retas e pontos em pontos surgem dois ele-
mentos importantes nesse contexto, o quadrangulo € 0 quadrilatero.

Usaremos trés conceitos primitivos: ponto, reta e incidéncia.

Definicdo 1 Se quatro pontos num plano séo ligados aos pares por 6 retas distintas,
eles sdo chamados vértices de um quadrangulo completo, e as retas sdo seus 6 lados.
Dois lados sdo ditos opostos se seu ponto em comum n&do é um vértice. 0 ponto

comum de dois lados opostos é um ponto diagonal.

Na figura 4a, o quadrangulo é PQRS. Seus lados sdo PS, QS, RS, QR, RP,

PQ, e seus pontos diagonais sdo A, B, C.
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Definicdo 2 Se quatro retas num plano encontram-se aos pares em s pontos dis-
tintos, elas sdo chamadas lados de um quadrilatero completo, e os pontos sdo seus
6 vértices. Dois vértices sdo ditos opostos se sua reta em comum néo é um lado. A

reta unindo dois vértices opostos é chamada de reta diagonal.

Na figura 4a’, o quadrilatero é pqrs e seus vértices p.s, q.s, rs, g.r, r.p, p.q. Suas

retas diagonais séo a, b, c.

fig.4a’
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Quando nao existe possibilidade de engano, falaremos simplesmente quadrilateros
e quadrangulos, omitindo a palavra “completo”. Esta designacdo foi introduzida

para evitar confusdo com um quadrilatero ordindrio, que tem 4 vértices e 4 lados.

Um tridangulo quando projetado continua sendo um triangulo. Mas um quadra-
do ou um retangulo, com suas diagonais, quando projetado, ndo necessariamente
continuariam sendo quadrado ou retadngulo. Como vimos na secdo anterior, re-
tas paralelas podem se tornar concorrentes. Entdo a imagem que se tem de um
guadrilatero qualquer (euclideano) quando projetado é justamente o quadréangulo
completo. Imagine um quadrado ou um retangulo de lados P'Q'B!S' e suas diago-
nais P'R! e Q'S’ se encontrando em B'. P'Q" é paralelo a P!S' e P'S"' é paralelo a
Q'B!. Quando projetado, teriamos o quadrangulo da figura 4b onde C e A seriam os
pontos do infinito. Por isso 0 quadrangulo e o quadrilatero sdo as primeiras figuras

a serem consideradas no estudo da Geometria Projetiva.
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4.1 Projetividades

Até agora imaginamos a Geometria Projetiva como projecdes de planos em
planos. Mas comegaremos o estudo pelas proje¢cdes unidimensionais, ou seja, pela
projecdo de pontos de uma reta em pontos de outra reta. A notagdo que adotaremos

¢ a da referéncia [5].

Definicdo 3 Chamaremos de pontilhada o conjunto de todos os pontos em uma
reta, e feixe o conjunto de todas as retas que estdo no plano e passam através de um

ponto.

A relacdo mais simples entre uma pontilhada e um feixe ocorre quando um ponto
e a reta correspondentes sdo incidentes, como na figura 4.1a onde o feixe do ponto
P (representado pelas retas variaveis x) corresponde a pontilhada da reta p (rep-
resentado pelos pontos X correspondentes das retas x). Nesse caso a reta p nao é

incidente com o ponto P. A notacdo para esta relacdo elementar é:

X Ax

Definicdo 4 Correspondéncia elementar é a correspondéncia entre um ponto e uma

reta incidentes.

fig.4.1a
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ou ainda

ABC... A abc...

onde A, B, C,... sdo posicles particulares de X e a, 6, C,... S&0 as correspondentes

posicdes de x.

A correspondéncia X Ax transforma X em x,ea correspondéncia inversa x A X
transforma x em X. Podemos realizar uma sequéncia finita dessas correspondéncias
elementares.

O ponto X da pontilhada p (fig.4.1c) corresponde a reta x do feixe P, que por
sua vez corresponde ao ponto X' da pontilhada pi, e assim por diante até terminar

em um ponto ou uma reta.



fig.4.1c
P,P™®I,PuP2,-,Pn-1,Pn,Pn-

Observe que o ponto P nao poderia estar na reta p nem em pi (membros ad-
jacentes). E também o ponto P e o ponto P\ precisam ser distintos (membros

alternados), assim como as retas p e p\.

Definicdo 5 Uma projetividade é uma transformacdo de uma sequéncia finita de

correspondéncias elementares.

Para simplificar

X AxAx' Ax  Ax" A..Ax n Al

escreveremos

X Ax ()

Em outras palavras, estendemos o significado do sinal A de uma correspondéncia

elementar para o produto de qualquer nimero de correspondéncias elementares.
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4.2 Perspectividades

A idéia de perspectiva, historicamente, veio antes da idéia de projetividade.
Perspectiva nada mais é que a idéia inicial de projetarmos um plano em outro por
um ponto P. Neste caso uma pontilhada em outra pontilnada ou um feixe em outro

feixe.

Definigéo 6 Uma perspectividade é a composi¢cdo de duas correspondéncias elemen-

tares (caso particular de projetividade) e é indicada pelo sinal A

Descreveremos esta transformacado enfatizando o “principio da dualidade” .

Duas pontilhadas distintas p e p'sdo relacionadas por uma perspectividade com
centro O (fig.4.2a) se eles sdo se¢des de um feixe (consistindo de todas as retas
através de 0) por duas retas distintas p e p'] isto é se a reta X X\ de pontos

correspondentes, passa através do ponto O. Em simbolos:

X A X' ou xte X"
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Dois feixes sdo relacionados por uma perspectividade com eixo o' se eles projetam
uma pontilhada (consistindo de todos os pontos em o') de dois pontos distintos P

e P’'\isto é se a intersecdo x.x' de retas correspondentes estdo na reta o'. Em

simbolos:

X a X' ou X a0 X'

fig.4.2b

Por exemplo, na figura 4.2a (onde A, B, C sdo posic¢des particulares do ponto

variavel X, e a, b,c da reta variavel x), temos as perspectividades

ABC a PA'B'C\

abc A Fa'brc'
gue podem ser analisadas em termos de correspondéncias elementares:

ABC A abc AA'B'C\

abc A AfB'C'~RaP!d

Definicdo 7 Duas figuras Fi, F2 estdo em correspondéncia um a um (1,1), se todo

elemento de F\ corresponde a um Unico ponto de F2 de tal modo que todo elemento de
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i~2 & 0 correspondente de um Unico elemento de F\. A figura estd em correspondéncia
(1,1) com ela mesma, se todo elemento da figura corresponde a um Unico elemento
da mesma figura de modo que todo elemento da figura é o correspondente de um

elemento. Dois elementos que sdo associados deste modo dizemos que sdo elementos

homdélogos.
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4.3 Modelo Algébrico para a Geometria Projetiva

Devemos encontrar um sistema de coordenadas que descreva o Plano Projetivo
(com pontos do infinito). O sistema da Geometria Analitica a que estamos acostu-
mados nao funciona pois ndo hd como caracterizar os pontos do infinito, ja que as
retas paralelas ndo se encontram.

O modelo que usaremos foi introduzido por Julius Plicker (1801-1868).
Esta secao foi inspirada na referéncia [4] Nesta o autor define somente a primeira
idéia (definicdo 8) de ponto no plano projetivo. Desenvolvendo-se essa idéia cheg-

amos as outras conclusdes desta sec¢ao.

Considere o sistema de coordenadas cartesianas de eixos ortogonais x}y,z.

Definicdo 8 0 nosso Plano Projetivo Il sera o conjunto das retas em que passam

pela origem (0,0,0). Um ponto de U é uma reta passando pela origem de 3.

Um ponto P deste plano pode ser representado por um terno de nimeros P =

(Xi,X2,Xs) ou P —(iXi,tX2,fX3), com t real e diferente de o.

fig.4.3a

1Figura encontrada na referéncia [4]. Baseado em sua idéia desenvolvi os outros conceitos, como



Sabemos que uma reta é determinada por dois pontos, entdo podemos definir
uma reta r deste plano como um plano passando pela origem. Iremos representa-lo
por um terno entre colchetes [aq,x2,a:3], onde estes numeros sdo as coordenadas da
reta que passa pela origem e é normal a esse plano.

Por exemplo, uma reta r, determinada pelos pontos P = (Pi,P2,P3) e Q =
(Qi, Q21Qs3), é 0 conjunto de todas as retas que estao no plano OPQ, e passam por O.
Para representarmos numericamente esta reta em Il, tomaremos o produto vetorial
determinado por Op e 0($. Para sabermos se um ponto esta em r = [rqg,r2,r3

basta ele ser perpendicular ao vetor normal (rg, r2,r3) do plano OPQ.

S /

fig.4.3b

Os pontos do infinito sdo os pontos (x,y, 0) com x ou y diferentes de zero.
A reta do infinito é formada pela unido de todos os pontos do infinito, entdo ela

€ representada por [o,0,1].

Para completar, dadas duas retas r — [ri,rz,rs] e s — [sI5 s2, s3] (fig.4.3c), 0 pon-
to | de intersecdo delas é justamente representado pelo vetor Ul (produto vetorial
de [rg,r2,r3] e [si, s2,s3], vetores normais aos planos), ou seja, 0 vetor de interse¢do

dos planos OPQ e OAB.

mostram as figuras 4.3b e 4.3c.
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fig.4.3c

Fazendo uma comparacédo do Plano Euclideano com o Plano Projetivo, podemos
pensar que aquele é formado apenas pelos pontos (x,y, 1), com X,y € do Plano
Projetivo. Ou seja, o Plano Euclideano é o Plano Projetivo menos os pontos

do infinito.

4.3.1 Definicdes

Agora que o modelo geométrico foi explicado, devemos dar a seguinte definicao

puramente analitica do plano estendido (plano euclideano mais os pontos do infinito).

Definicdo 9 Um ponto X é um temo de nameros (AN AN AI3), ndo todos zero.

Dois temos (XI?X2,X3) e (Yi, YN Y3), definem um mesmo ponto se para algum

t ™0
(xux2,x3) = (ty1,iy2,ty3).
Em outras palavras, as coordenadas de qualquer ponto podem ser multiplicadas
por qualquer escalar diferente de zero e 0 ponto continua o mesmo.

Um ponto (Xi,X2,X3) é um ponto ordinario se X3 ™ 0; se X3 = 0, ele sera um

ponto do infinito.
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Definicdo 10 Uma reta em Il consiste de todos os pontos (XNANAN) que satis-

fazem uma equacado linear da forma

aiXi + adX2+ AXs =0 (4.311)

onde cqg, 02, 03 sdo quaisquer trés constantes n&o todas zero.

Em particular, os pontos do infinito em 1l satisfazem a equacéo linear

X3 = 0-

Esta é por definicdo uma reta, e é chamada de reta do infinito em Il. Como
a reta é definida por uma equacao da forma (4.3.11), chamamos o terno [ai, a2, as]
de coordenadas homogéneas da reta (4.3.11). Segue que [tai,ta2,ta3], para qualquer

t 770, sdo também coordenadas da reta (4.3.11).

4.3.2 Incidéncia

Nessas definicdes observamos a perfeita simetria entre ponto e reta: cada um é
especificado por trés coordenadas homogéneas. A condigdo para um ponto X e uma

reta a serem incidentes é

a\X\ + 02X2+ €3X3 —o0,

Geometricamente, se o vetor X* é ortogonal ao vetor "6 estara no plano

perpendicular a ~ct (reta a) se

X ea=0 (produto interno de X e a é 0)

e esta é também a condicao para o ponto (ai, a2,a3) estar na reta [Ad, X 2,A3].
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Esta simetria ¢ a base da dualidade na Geometria Projetiva plana entre ponto
e reta, porque qualquer relagdo entre pontos e retas se torna uma relacdo entre retas
e pontos quando as coordenadas sao re-interpretadas.

Apenas por incluir os pontos e retas do infinito, o principio da dualidade é per-
feitamente estabelecido. Pois com os estes pontos pode-se postular os dois axiomas

abaixo:

“Quaisquer duas retas distintas sdo concorrentes em apenas um ponto.” e

“Quaisquer dois pontos distintos sédo incidentes com apenas uma reta.”

4.3.3 Colinearidade

Sejam a reta x = [xi,X2,Xs] e trés pontos X = (Xi, X2,X3), Y = (Yi, YAY}),
Z = (215 Z22,Z23). Queremos encontrar a condicdo para que estes pontos sejam coli-
neares.

Eliminando xi,x2,£3 das equagdes

X-X = 0
Y e = 0
Ze*x — 0

de trés pontos dados X, Y, Z, temos uma condicdo necessaria e suficiente para

que os trés pontos sejam colineares

X2 X3

" s (4.3.31)

Zr
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Dualmente, a condicao para que trés retas sejam concorrentes é

Xi o2 A3
26i 22213 (4'3'32)

Z\ %2  *3

4.3.4 Feixes e pontilhadas

Se Y e z s&o dois pontos distintos entdo uma representagdo algébrica conve-
niente para os pontos da reta Yz é (XY + Z).

Os pontos Y e z sdo chamados de pontos base da representagdo paramétrica dos
elementos da pontilhada de pontos. Evidentemente, quaisquer dois pontos distintos
podem ser escolhidos como pontos base. Nessa representacdo o ponto Y corresponde
ao valor A = oo.

Observacbes similares e terminologia correspondente se aplicam também para a
representacdo paramétrica de retas de um feixe. Para duas retas y e z podemos
expressar qualquer reta concorrente com o ponto yz ou um feixe de retas do ponto

de intersecdo dey e z como [Xy + z].



4.4 Axiomas do Plano Projetivo

Vejamos agora os axiomas que formam a Geometria Projetiva.

O primeiro axioma é igual ao da Geometria Euclideana.
Axioma 1 Existem um ponto e uma reta que n&o sdo incidentes.

O segundo ja é um pouco diferente. Exige um minimo de trés pontos numa reta,

pois com menos de trés pontos nao conseguiriamos formar um quadrangulo.
AXioma 2 Toda reta é incidente com no minimo trés pontos distintos.

O axioma 3 é como na Geometria Euclideana.
AXxioma 3 Quaisquer dois pontos distintos sdo incidentes com apenas uma reta.

Ja o quarto axioma é o que difere totalmente da Geometria Euclideana, onde
existem retas que nao tém ponto em comum (paralelas). Na Geometria Projetiva

ndo existem retas paralelas.
AXioma 4 Quaisquer duas retas distintas tem no minimo um ponto em comum.

Axioma 5 Os trés pontos diagonais de um quadrangulo completo nunca sdo coli-

neares.

AXxioma 6 Se uma projetividade deixa invariante trés pontos distintos de uma reta,

ela deixa invariante todo ponto dessa reta.

Queremos mostrar que o modelo algébrico, apresentado na se¢do 4.3, é equiva-
lente aos axiomas da Geometria Projetiva.

Esta se¢do é baseada na referéncia [5].
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Axioma 1: Existerm um ponto e uma reta que nédo sdo incidentes.

Prova. O ponto (1,0,0) e a reta [1,0,0] obviamente ndo sdo incidentes.

Axioma 2: Toda reta é incidente com no minimo trés pontos distintos.

Prova. A reta x = [x\,Xz2,£3] com X\X2Xz ~ 0 é incidente com os trés pontos

(0, £3, - 22) (-£3,0,£i) (£2,£i,0)

E areta [0, £2, £3] é incidente com

(0,£3-£2) (1,£3,-£2)  (1,0,0)

Axioma 3: Quaisquer dois pontos distintos sdo incidentes com apenas uma reta.

Prova. Dois pontos sdo incidentes com a reta

y2 n >3 Vi u
zZ3 Zs Zi 2\ Zi

Axioma 4: Quaisquer duas retas distintas tem no minimo um ponto em comum.

Prova. Duas retas y e z se encontram no ponto

I 22 23 A3 2 2li 212

\ /2 23 23 Z 4 2z

Axioma 5. Os trés pontos diagonais de um quadrangulo completo nunca séo

colineares.
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Prova. Consideremos um quadrangulo PQRS cujos trés primeiros vértices P,

Q. R satisfacam

Pl P2 Ps
Qi Q2 Qs
Ri R2 Rs

Como o lado PS liga P ao ponto diagonal A = QR <PS, podemos representar A
(em QR, mas distinto de Q e R) como (Q 4 R), e S (em PA, mas distinto de P e

A) como (P + Q 4-R), ou seja, (P\ 4- Qi + R\, Pi 4- Qi 4-Ri, Ps + Q3+ Rz)-

C

fig.4.4a

Entdo B, em ambos RP e QS, deve ser (R+ P), e C, em PQ e RS, deve ser

(P + Q). Os trés pontos diagonais A, B,C séo ndo colineares ja que

Ql+ Ri Q2+ i%2 Qs+ Rs
Ri + Pi R2 4*P2 Rs 4-Ps

Pi+ Qi P24-Q2 Ps4-Qs

Pi P2 Ps

Ri R2 Rs
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Axioma 6: Se uma projetividade deixa invariante trés pontos distintos de uma
reta, ela deixa invariante todo ponto dessa reta.

Prova. Quando uma pontilhada de pontos P se relaciona com uma se¢do de um
feixe de retas p, a correspondéncia elementar P Ap pode ser descrita relacionando

trés posigdes do ponto P, digamos

Y, Z, y+Z

para trés posicbes da reta p,

Da informacado de que P e p séo incidentes nesses trés casos, podemos deduzir que,

gquando P é (Ay + Z), p € [Xy + z] com o0 mesmo A? Sim! Como

(y+2)(y+z)=Yy +Yz+ Zy+ Zz,

e como as trés incidéncias dadas implicam

Yy = 0, Zz —0, Yz + Zy = Q,

entao

(Ar + Z2){\y +z)=X2Yy + A + Zy) O,

mostrando que a reta[Aj/ + z] é incidente com o ponto (Ay + Z).

A aplicacao repetida deste resultado mostra que a relacao

V(@) (y + 2)(Xy + z) AFY][Z]\Y + Z\[XY + 2]
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vale ndo apenas para uma correspondéncia elementar mas para qualquer projetivi-

dade de uma pontilhada para um feixe; é claro que temos também

) (2)(y + +2) Az +0(V +29)

VizIly + zI\y + z]a Fz)N\y "+ ]

Esta é a versdo algébrica para o Teorema Fundamental da Geometria Projetiva
(na reta), do qual o axioma 6 é um caso especial.

Teorema Fundamental da Geometria Projetiva na reta: Uma projetivi-
dade é determinada quando trés pontos colineares e seus correspondentes trés pontos

colineares sdo dados.

Vejamos a demonstragdo geométrica deste teorema.

Prova. Dados quatro pontos distintos A, i3, C, X em uma reta, e trés pon-
tos distintos A\ B', C', na mesma reta ou em outra, existem muitos modos para

construirmos um ponto X' (em A'B") tal que

ABCX AABfCX*

Por exemplo, se duas retas sdo distintas, uma maneira possivel é indicada pelas

figuras 4.4b com a notacéo

ABCX AAGNMQ aaA'B'CX"

Neste caso tomamos A e A' com centros de duas perspectividades, mas poderiamos

tomar B e B'ou C e C".



fig.4.4b fig.4.4c
Se os pontos dados estiverem na mesma reta, podemos usar arbitrariamente

uma perspectividade ABCX A AiB\C\Xi para obtermos uma outra reta e entéo

relacionar A\BiC\X\ AA'B'C'X"', como mostra a figura 4.4d. Ficamos entdo com

ABCXA°ANCiXi MN'GNMQ am

fig.4.4d

Suponhamos agora que exista outro ponto X" tal que

ABCX AXB'C'X' e ABCX AA'B'C'X"

onde X' ™ X". Invertendo a primeira projetividade e seguindo com a segunda,

obtemos
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i e = B 7 in i S

-
N

A

-+

-

AB'CX" AA'B'C'X",

gque contradiz 0 axioma 6. =

46



4.5 Projetividades Uni-dimensionais

O axioma 6 nos diz que uma projetividade relacionando duas pontilhadas numa
reta (isto é, uma transformacéao projetiva da reta nela mesma) nédo pode ter mais que
dois pontos invariantes sem ser meramente a identidade, que relaciona cada ponto a

ele mesmo. Veremos entdo um tipo especial de projetividade: as involucdes.

4.5.1 Involucgoes

Urna involugdo é uma projetividade de periodo dois, 0U seja, uma projetividade
que troca pares de pontos. Em simbolos: X X ' AX 'X , para todos as posi¢des de X .

Veja o exemplo da figura 4.5.1a: ABB'A' A° AiBiB[A[ AA'B'BA

fig.4.5.1a
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Proposicdo 1 Quaisquer quatro pontos colineares podem ser trocados em pares por

uma projetividade.

Prova. A, B, C, D sdo quatro pontos colineares (figura 4.5.1a), R é um ponto
fora dessa reta, T, Q, W séo estdo em RA, RB, RC por uma reta arbitraria através

de D, e Z é 0 ponto AQ mRC, nesse caso
ABCD tQZRCW Y% AQTDW XRBADC.

Entdo ABCD ABADC. m

fig.4.5.1a

Teorema 1 Qualquer projetividade que permuta dois pontos distintos ¢ uma in-

volucéo.

Prova. Seja X A X' uma projetividade que troca dois pontos distintos A e A",
entdo AA'X AA'AX' onde X é um ponto arbitrario na reta AA'. Pela proposicéo
1, existe uma projetividade tal que AA'X X" AA'AX'X. Pelo teorema fundamental
esta projetividade, que troca X e X', é a mesma projetividade dada. Como X é

arbitrario, essa projetividade é uma involucao.

Teorema 2 Uma involugdo é determinada por quaisquer dois de seus pares.
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Prova. Quaisquer 4 pontos colineares A, A', B, B' determinam uma projetivi-
dade AA'B AA!IAB\ que conhecemos como uma involucao.

Em simbolos:

(AA")(BB")



4.6 Projetividades Bi-dimensionais

Chegamos finalmente a formalizacdo das idéias intuitivas que iniciaram o de-
senvolvimento da Geometria Projetiva (projecdo de um plano projetivo em outro).
Veremos que projetividades bi-dimensionais existem duas: uma relacionando
pontos com pontos e retas com retas, e outra relacionando pontos com retas e retas
com pontos. Os nomes colineacdo e correlagdo foram introduzidos por Mdbius em

1827.

4.6.1 Colineacdes Projetivas

Por uma transformagdo ponto/ponto X — > X' entendemos uma regra para
associar todo ponto X com todo ponto X' tal que existe exatamente um X' para
cada X e exatamente um X para cada X '. Uma transformacdo reta/reta x — »x’

¢ definida similarmente.

Definicdo 11 Uma colineagdo ¢ uma transformacdo ponto/ponto e reta/reta que

preserva as relac¢des de incidéncia.

Entao ela transforma pontilhadas em pontilhadas, feixes em feixes, quadrangulos
em quadrangulos e assim por diante. A inversa de uma colineacdo é uma colineagao,

e 0 produto de duas colineacgdes é de novo uma colineacéo.

Definicdo 12 Uma colineacdo projetiva é uma colineagdo que transforma toda for-
ma unidimensional (pontilriada ou feixe) projetivamente, isto € se transforma os
pontos Y de uma reta b em pontos Y' da correspondente reta b', a relacdo entre Y

e Y' é uma projetividade Y AY ".
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Eis a versdo do teorema fundamental da Geometria Projetiva para o plano, que
ndo sera demonstrado pois exigiria muitos outros teoremas dispensaveis neste tra-

balho.

Teorema Fundamental para Colineacbes no plano: Uma colineagdo pro-
jetiva entre dois planos (ou no mesmo plano) é unicamente determinada quando

qguatro pares de pontos homélogos sdo dados, sendo trés pontos nao colineares.

Queremos encontrar a forma algébrica para descrever essas transformacfes cha-

madas colineacdes.

Nos concentraremos agora nas propriedades geométricas da transformacao linear

pxi = anXi + aiz2xz -t-ais X3, (4.6.11)
px2 = a2\Xi 4- az2X2 4- 023 X3,
p®s — 031X1 4- as2X2 4- 033X3.

Tal transformacao leva qualquer ponto X = (x\,x2,x3) de um plano em um Unico
ponto X' = (x'1,X'2,x'3) do plano. Reciprocamente, para todo ponto X' corresponde

um unico ponto X , desde que o determinante da transformacéo

au o012 M3
A= w1 s 0B
Qq < &3
nao seja o.
Para que possamos resolver as equacdes (4.6.11) para aq, x2, Xs em termos de

X[, X2, X's segue:

¢IX\  — AIiixX\ 4- A2iXz2 + N31135 (4.6.12)
p'x2 — A\axIx4- A22x2 + A32x3,
p'xs = Aisx[ 4 A23% + Az3Xs.
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Aqui os coeficientes Aij sdo os cofatores dos elementos &> do determinante A.
Entdo, as equacdes (4.6.11) transformam toda reta no plano em uma Unica reta.

De fato, os pontos x que satisfazem a equagéo
WX1 + uzxz2 + WsXs = 0
sdo transformados em pontos x' satisfazendo a equacéao

(AuUi + Aizlk 4- Aizii™x”™ + {A2il + A2l + N 2373)32 + (AsiU + Az2lk +

Asslb)x3 = 0

gue é a equagdo de uma reta. Denotando as coordenadas dessa nova reta por
[ui,U2tlB], teriamos as seguintes relacdes entre as coordenadas [U W: Ws] de qualquer

reta e as coordenadas [u[ u“u”] da reta transformada por (4.6.11):

<U\ = AiwUi+ Azl + A1z, (4.6.13)
auz = A21U + A2 + A2z,
(jvs = Aszil + Asz2lk + Asslks.

Vimos entdo que (4.6.11) representa uma colinea¢do no planoc em coordenadas
de pontos. As equacdes (4.6.13) representam a mesma colineacdo em coordenadas

de retas.

Estamos prontos para ver que a colineacdo é projetiva. Para tal é necessario
apenas mostrar que (4.6.11) transforma qualquer feixe de retas projetivamente em
um outro feixe de retas. Mas é claro que sem = Oen = 0 sdo equacbes de quaisquer
duas retas, e se (4.6.11) as transforma respectivamente em duas retas cujas equacdes
sdom' = 0en' = 0, qualquer reta m + Xn = 0 é transformada em m +' Xml —0, e a
correspondéncia, entéo estabelecida entre as retas de feixes, se mostra ser projetiva

(Prova do Axioma s6).
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Tendo mostrado que toda transformacéo (4.6.11) representa uma colineacao pro-
jetiva, mostraremos que toda colineacao projetiva no plano pode ser representada
por equacbes da forma (4.6.11). Para fazé-lo, lembremos do teorema fundamen-
tal da Geometria Projetiva para o plano. Se pudermos mostrar que existe uma e
apenas uma transformacédo da forma (4.6.11) levando um dado quadrangulo em ou-
tro quadrangulo dado, seguird que, como a transformacao linear € uma colineacgédo
projetiva, ela é a colineacdo projetiva dada.

Dada qualquer colineacéo no plano, tome os pontos fundamentais (0,0,1), (0,1,0),
(1,0,0) e (1,1,1) do plano (que formam um quadrangulo) e transforme-os respectiva-
mente nos pontos A = (ai, €2,03), B = (0i,a2,03), C = (ci,c2,c3) e D = (di,dz2,dz),
formando um quadrangulo. Claramente, se (0,0,1) é transformado em (o01,a2,a3),

temos
Oiz = Aoi, az — Aa2, a3z — Aaj
sendo A um fator arbitrario (® o) de proporcionalidade. Similarmente obtemos

&2 = [A, a2 = [282, as2 —phz

anm = vex, a2i = vc2, a3i = "c3

Como por hipdtese os trés pontos A, B :C sdo nédo colineares, segue destas equa-
cOes e da condicdo de colinearidade, que o determinante A da transformacéo deter-
minada desse modo nao é o. Substituindo os valores obtidos em (4.6.11), e visto que

(1,1,1) se transforma em (di, d2,d3), temos:

pd\ — Q\is+ b\fi H-d\X
pd2 = c2is f 02/i + 22A

pdz = c3v+ gL+ a3A
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Colocando p = 1 e resolvendo este sistema de equacdes para 7, /z, A, obtemos os
coeficientes & da transformacdo. Esta solucdo € Unica, jA que o determinante do
sistema n&o é zero. E mais, nenhum dos valores v, p, A sera zero; pois se u = 0, por

exemplo, o determinante

di bi dl
di @ a2
d h as

iria se anular, o que implicaria os trés pontos D,B,A serem colineares, con-
tradizendo a hipdtese.

Temos entdo o seguinte resultado:

Teorema 3 Qualquer colineacdo projetiva no plano pode ser representada em co-
ordenadas de pontos por equacgfes da forma (4-6.11) ou em coordenadas de retas
por equacdes da forma (4-6.13), e em cada caso o determinante da transformacao é
diferente de O; reciprocamente, qualquer transformacdo de uma dessas formas cujo

determinante ¢é diferente de O representa uma colineagdo projetiva no plano.

4.6.2 Correlacdes Projetivas

Consideramos anteriormente um caso simples de transformacgdo ponto/ reta:
a correspondéncia elementar que relaciona uma pontilhada a um feixe quando o
primeiro é uma secdo do ultimo. Devemos agora extender isto para uma transfor-
macdo X — >x' relacionando todos os pontos do plano a todas as retas do mesmo

plano, e seu dual x — »X' que relaciona todas as retas a todos os pontos.
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Definicdo 13 Uma correlacdo é uma transformacédo ponto/reta e reta/ponto que

preserva a relacao de incidéncia de acordo com o principio da dualidade.

Entéo ela transforma pontilhadas em feixes, feixes em pontilhadas, quadrilateros
em quadréangulos, e assim por diante. A inversa de uma correlacdo é uma correlacao

e 0 produto de duas correlagdes é uma colineacéo.

Definigcdo 14 Uma correlagdo projetiva é uma correlacdo que transforma toda for-

ma unidimensional projetivamente.

Entéo se ela transforma o ponto Y, na reta 6, em retas y*' que passam pelo ponto

B', a relagdo entre Y e y' é uma projetividade Y Ay’

Teorema 4 A resultante de duas correlagdes projetivas € uma colineacado projeti-
va, e 0 resultante de uma correlagdo projetiva e uma colineacdo projetiva é uma

correlacgao.

A prova deste teorema é uma conseqiéncia imediata da defini¢do e o fato de que
a resultante de quaisquer duas correspondéncias projetivas € uma correspondéncia

projetiva.

Segue o0 teorema andalogo ao fundamental, para correlacges:

Teorema Fundamental para Correlacées no plano: Um quadrangulo e um
quadrilatero, com os quatro vértices do primeiro associados numa ordem definida

com os quatro lados do Ultimo, séo relacionados por apenas uma correlacéo projetiva.
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Teorema 5 Qualquer correlacdo no plano é dado como uma transformacéo de pon-

tos em retas por equacdes da forma

pu[ — <€n”i + M2n~2 + 213X3,

puz 02171 + Qrawe + &X 3

€31X1 + Os2x 2 + €33X3,

%

onde o determinante A dos coeficientes ¢~ ¢é diferente de zero. Reciprocamente,
toda transformacdo dessa forma cujo determinante é diferente de zero representa

uma correlagéo.

A prova deste teorema é completamente analoga a prova do teorema 3.

4.6.3 Polaridades

A polaridade ¢é a transformag¢do analoga a involugdo no plano.

Definicdo 15 Uma polaridade é uma correlacdo projetiva de periodo 2.

Pela definicdo, ela relaciona o ponto A com a reta a e vice-versa. Seguindo J. D.
Gergonne (1771-1859), chamaremos a reta a o polar do ponto A, e A o pélo da reta
a. Como polaridades sdo correlacBes projetivas, os polares de todos os pontos em a
formam projetivamente um feixe de retas através de A.

Uma polaridade dualiza incidéncia (definicdo de correlacéo).

Definicdo 16 Dizemos que A e B séo pontos conjugados e que a e b sdo retas
conjugadas, se A esta em b (p6lo de B) e o polar a passa através de B (pdlo da reta

b).
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Definigcdo 17 Pode ocorrer de A e a serem incidentes, entdo cada um deles é

chamado de auto-conjugado: A no seu proprio polar e a através de seu pdlo.

Teorema 6 A reta a que passa por dois pontos auto-conjugados ndo pode ser uma

reta auto-conjugada.

Prova. Se areta a de dois pontos auto-conjugados fosse uma reta auto-conjugada,
esta conteria seu préprio pélo A e no minimo outro ponto auto-conjugado, digamos
B. A reta polar de contendo ambos A e B, coincidiria com a: dois pontos
distintos teriam a mesma reta polar. Isto é impossivel, j& que a polaridade é uma

correspondéncia um a um entre pontos e retas.
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4.7 A CoOnica

Mostraremos duas formas diferentes de definirmos uma cénica.

Uma delas é extraordinariamente natural e simétrica, e foi dada por von Staudt
no seu Geometrie der Lage (1847).

Polaridades podem ser de dois tipos possiveis. Podemos chamar uma polaridade
de hiperbdélica ou eliptica caso ela admita ou ndo pontos auto-conjugados. Traba-
Iharemos com polaridades que admitem pontos auto-conjugados (hiperbdlica).

Um ponto P auto-conjugado, cuja existéncia é suficiente para fazer uma polari-
dade hiperbélica, ndo é de maneira nenhuma o Unico ponto auto-conjugado. Existe
outro em toda reta através de P, exceto seu polar p. Para chegarmos a esta afir-
macéao precisariamos de uma formalizacdo muito extensa, 0 que nao é o intuito deste

trabalho (ver referéncia [5]).

Definicdo 18 Uma cbnica é definida como o Lugar Geométrico dos pontos auto-
conjugados, e suas retas polares sdo suas tangentes. Esta simples definigdo exibe a
cbnica como uma figura auto-dual: o lugar geométrico dos pontos auto conjugados e

também a envoltéria das retas auto-conjugadas.

Como curiosidade, segue uma outra definicao:

Definicdo 19 O conjunto de todos os pontos de intersecdo de retas homologas de
dois feixes projetivos e nao perspectivos, que estdo no mesmo plano mas ndo no

mesmo ponto, é chamado de coénica.

Teorema 7 O polar de um ponto P com respeito a uma cbnica passa através dos

pontos de contato das tangentes a cbnica através de P, se tais tangentes existirem.

58



Prova. Sejam A e B pontos de contato das tangentes através de P.
AP = ae BP = b sdo as retas auto-conjugadas dos pontos auto-conjugados A
e B, respectivamente. Como P pertence as retas a e b, a reta polar de a b = P

necessariamente precisa passar pelos pontos A e B. Portanto a<b = P é pdlo de

AB = p.

Todo ponto X de uma c6nica corresponde, numa polaridade qualquer, a tangente
a conica em X . Porque se ndo, um ponto A da cbnica seria 0 p6lo de uma reta a
através de A e encontraria a conica também em um ponto B. B seria entdo pdlo de
uma reta b através de B, e entdo a reta a = AB seria, por definicdo de polaridade,

0 polar de ab = B. Isto exigiria que a correspondesse a A e B, 0 que néo é possivel.
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4.8 Transformacao Projetiva entre conicas

Veremos agora que projetividades existem também entre formas uni-dimensionais

de segundo grau (referéncia[16]). Como exemplo tipico, a cOnica.

Definicdo 20 Duas c6nicas sao ditas projetivas se, a todo ponto de uma, corres-
ponde um ponto da outra, e a toda tangente de uma corresponde uma tangente da
outra, de tal modo que esta correspondéncia pode ser feita por uma colineacdo pro-
jetiva entre os planos das cdnicas. A colineacdo é entdo a projetividade entre as

conicas.

Chegamos, entdo, a um dos objetivos deste capitulo, o Teorema Fundamental da

Geometria Projetiva entre Conicas:

Teorema 8 Uma projetividade entre duas conicas € unicamente determinada se trés
pontos distintos (ou tangentes) de uma se correspondem a trés pontos distintos (ou

tangentes) da outra.

Prova. Sejam K, K' duas cdnicas, e sejam A, B, C trés pontos de K, e A*, B*, C'

os pontos correspondentes de K'. Sejam P e P' os pdlos de AB e A'B' com respeito
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a K e K' respectivamente. Se a colineagcdo F ¢é definida pela relacdo F(ABCP) =
A'B'C'P' (Teorema Fundamental), é claro que a conica é transformada por F em
uma conica através dos pontos A', B\ C', com as tangentes A'P' e B'P'. Esta cdnica
€ unicamente determinada por essas especificacdes (trés pontos e as tangentes em
dois deles - referéncia [16]). A colineacdo F transforma entdo K em K’ de tal modo
gue os pontos A,B,C séo transformados em A',B',C\ respectivamente. Suponha
agora F' outra colineacdo que transforma K em K' do modo especificado. Ent&o

F'~IF seria uma colineagdo levando A, P, C,P em A, B,C, P, isto ¢, F = F'.

No capitulo 6 veremos uma aplicacdo muito interessante deste ultimo teorema.



4.9 Curvas Projetivas

Definicdo 21 Chamaremos de fun¢cdo homogénea de grau n uma funcéo F : Si3

que satisfaz
F(Xx, Xy, Xz) = XnF(X, Y, 2)

para todo numero real X e todo temo (x,y,z).

Esse polindbmio homogéneo tem a forma
F(x,y,z) = N2 aijp@yszn (%))
Observe que cada monémio tem grau n
Definigdo 22 Definiremos uma curva projetiva (no plano projetivo TL), de grau
n ”~ 1 como o conjunto de pontos (x,y, z) 6 Il tal que F(x,y,z) —O0, onde F(x,y,2)

¢ um polindbmio homogéneo de grau n. Em particular, uma reta projetiva em U ¢

uma curva de grau um.

Definicdo 23 Uma curva algébrica é uma curva determinada por uma equacao poli-

nomial

em X ey.
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4.9.1 A curva projetiva determinada por uma curva plana

Dada uma curva algébrica plana de grau n f(x, y) = 0, definimos um polinémio

homogéneo F(x,y,z) de grau n que determina uma curva projetiva
F{x,y,z) = o.

Formalmente

Exemplo 1 Para encontrar a equacdo da curva projetiva determinada pela curva
plana y2 = xs + x, basta determinarmos o grau dessa curva (no caso, 3) e multi-
plicarmos cada mondmio por uma poténcia de z de forma que cada um deles tenha

grau 3. A curva projetiva é entdo y2z = x3 + xz2.

4.9.2 SecOes afins de uma curva projetiva

Dada uma curva projetiva 7 em Il com equacdo F(x,y,z) = 0, os pontos
de 7 sdo {(x,y,z) \F(x:y,z) = 0}. Considere o plano afim em dado por
{(rr,y,z) \ax+ by + cz = d}, onde d ™ 0. Entdao uma secao afim da curva projetiva
7 é a intersecdo do plano ax + by + cz = d e a superficie F(x,y, z) = 0, o que resulta

na curva afim a

{(X,y,2) Jax + by + cz = d e F(x,y, z) —O0}.
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A curva projetiva pode ser vista como a unido de uma se¢do afim com o conjunto
dos pontos do infinito para essa curva afim. o conjunto dos pontos do infinito para

a no plano ax 4-by + cz —d é
{(X,y,2) Jax + by + cz = 0 e F(x,y,z) = 0}.

Definicdo 24 A sec¢do afim da curva projetiva {(x,y,z) \F(x,y,z) = 0} para o
plano ax + by + cz = d (d ™ 0) é uma curva afim em {x,y,2) IF(x,y,z) =0

eax + by + cz = d}.

4.9.3 Curvas plainas como secdes de uma curva projetiva

Um caso muito importante de secdo afim ocorre quando o plano afim é z — 1.
Entdo uma curva projetiva F[x, y,z) = 0 seria a curva plana F(x,y, 1) = 0 em 3.

Observe que ndo podemos considerar essa curva plana se colocarmos z = Qem

F(x,y,z) = 0.

Os pontos do infinito da curva plana sdo portanto {(i, =0eF(x,y,0) =
0} em IL
Teorema 9 Seja F(x:y,z) = 0 a curva projetiva determinada pela curva plana

f(x,y) = 0. Entdo asecdo afimparaz = 1de F(x,y,z) = 0 éf(x,y) = 0. Recipro-
camente, seja f{x,y) = 0 a secdo afim para z = 1 da curua projetiva F{x,y,z) —0,
para o qual z ndo é um fator de F(x,y, z) —0, entdo a curva projetiva determinada

por f(x,y) = 0 é F{x,y,z) = 0.

Prova. (=>) Temos formalmente que
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A secdo afimparaz —1¢é

F{x,y, 1) = f(x,y)

(<i®) Temos que f(x,y) —F(x,y, 1). Isto determina a curva projetiva

=znFg,|.l) =F(x,y,z)

4.9.4 Equivaléncia de curvas

Definicdo 25 Duas curvas projetivas (p e 7 dadas respectivamente por F(x,7?,2) =

0 e G(x,y, z) = 0 sdo equivalentes se F(x,y,z) —G(u,v,w), onde

X u
M y - v
\zj Vw
para alguma matriz nao-singular M.
Definicdo 26 Duas curvas planas f(x,y) — 0 e g(x,y) = 0 sado projetivamente

equivalentes se as curvas projetivas por elas determinadas sdo equivalentes.
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4.10 Paralelas e Perpendiculares Projetivas

Esta se¢do tem como objetivo ajudar a enterder o lema 6, 0 principal lema deste

trabalho, que estara na secéo 6.2.

Observacao 1 Quando falarmos em circunferéncia, considere como sendo uma
conica particular no plano projetivo, ou seja, uma circunferéncia no plano euclideano

mais a reta do infinito [o,o0, 1].

Precisamos entender o que seriam as “paralelas” e as “perpendiculares” no plano
projetivo, que chamaremos de paralelas e perpendiculares projetivas. Esta nomen-

clatura nao é usual, e a estamos introduzindo aqui por conveniéncia de exposicao.

Dada uma reta ordinaria I, como tracamos, por um ponto P fora dela, o que
corresponderia uma reta “paralela” a | no plano projetivo?
Se elas sdo “paralelas”, s6 podem se encontrar no mesmo ponto do infinito, como

mostra a figura 4.10a.
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Algebricamente duas retas “paralelas” tém coordenadas da forma [xo>yo,z] e

[nD, 20, w]} com z e w diferentes de zero.

E como seria, no plano projetivo, o equivalente a uma reta perpendicular a uma
outra reta 11

Considere uma projetividade que leva a circunferéncia K' e a reta [0,0,1] em
uma cbnica K e uma reta/ (projecao de [0,0,1]).

Seja uma reta | secante ou tangente a K (iig.4.10b e fig.4.10b’). Entéo a reta

polar d do ponto do infinito D da reta | ser4d chamada de perpendicular projetiva a

fig.4.10b fig.4.10b’
Necessariamente precisa-se considerar a reta | em relagdo a cbnica K (podemos
pensar nesta como a imagem da circunferéncia K').
Isso equivale, no plano euclideano, a uma circunferéncia K\ uma reta V secante

ou tangente a K', e a reta polar d do ponto do infinito de I', que é perpendicular a



Obtemos as retas polares de um ponto (L) fora da cbnica, ligando os pontos A
e B de intersecdo entre K e suas tangentes passando por L (ponto do infinito de
). No plano euclideano, como os pontos A e B' (diametralmente opostos) sdo a
intersecdo de K' com as retas tangentes a K' e paralelas a entdo a reta AB' ¢é
perpendicular a I'.

Uma reta p perpendicular projetiva a Z passando por um ponto P, é a reta
paralela a reta AB que passa por P. O ponto do infinito de AB é o0 mesmo ponto

do infinito de p.



Capitulo 5

A reta de Simson-Wallace na

Geometria Euclideana

A idéia de fazer projetividades de figuras sem alterar algumas de suas carac-
teristicas sugere que procuremos resultados em Geometria Euclideana que envolvam

tais caracteristicas, para que possamos comprova-los na Geometria Projetiva.

Um destes resultados envolve o teorema da reta de Simson-Wallace (SW) com a
deltoide de Steiner e o circulo de Feuerbach (circulo dos nove pontos). Escolhemos
este, conhecido como teorema de Steiner, pois ele envolve tangéncia, perpendicular-
idade, incidéncia, paralelismo e colinearidade.

O Circulo de Feuerbach (fig.6a) é o circulo de passa por nove pontos especiais
de qualquer triangulo ABC. Sao eles: os pontos médios M2, M3 de cada lado,
0s pés das perpendiculares a cada lado e os pontos médios do segmentos formados

pelos vértices e o ortocentro H.



fig.0a

O teorema da reta SW tem o nome do matematico escocés Robert Simson (1687-
1768). Por sugestdo de Edmond Halley, Simson devotou-se a restauragdo do trabalho
dos gebmetras gregos, tais como Euclides e Apolénio. Embora Simson tenha real-
izado numerosas descobertas na geometria e pudesse ter encontrado uma prova do
teorema, ndo ha nenhum registro que ele tenha conseguido prova-lo.

O crédito pertence, provavelmente, a William Wallace1 (1768-1843), também

escocés, e um auto-didata em matematica. Ele publicou o teorema em 1799.

William Wallace

lhttp:/ /scienceworld.wolfram.com/biography/Wallace.html
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Em 1856 Jacob Steiner publicou um artigo provando que a envoltéria das re-
tas SW de um triangulo qualquer era uma curva especial de quarto grau chamada
hipocicl6ide tricuspide e hoje é também conhecida como deltéide de Steiner.

Nesse capitulo, provaremos de uma maneira simples, baseado no tratamento dado
nos artigos [11] e [12], os resultados nomeados acima.

Apresentaremos o resultado no Plano Euclideano e no préximo capitulo faremos
uma generalizacdo (original) ao Plano Projetivo.

O teorema da reta SW foi bastante estudado por muitos gedmetras nos dois

ultimos séculos (referéncia [12]).

51 O teorema da reta SW na Geometria Eucli-

deana

Teorema 10 Dado um triangulo ABC, o lugar geométrico dos pontos X do plano
definido por ABC tal que as projecdes ortogonais P £ AB, Q € BC, R € AC de X
nos trés lados (prolongados ou né&o) do tridngulo sdo colineares é a circunferéncia
K que circunscreve o tridngulo ABC. Essa reta PR é chamada de reta SW de X

em relacdo ao triangulo ABC (fig.6.1a).



Prova. Por hipétese XPB = XQB = XRA = 90°. Se conseguirmos provar

que APR = BPQ (angulos opostos pelo vértice) se, e somente se, X e K, teremos

provado o teorema.

Observe que o quadrilatero PXB Q é circunscritivel por um circulo de diametro
B X pois os angulos XPB —XQB = 90°.
Temos entdo que BXQ = 90° —XBQ pelo tridngulo XBQ.
EBPQ + 90°+ XBQ = 180° (propriedade do quadrilatero XB Q P circunscrito)
BPQ = 90° - XBQ.

Portanto
BXQ = BPQ = 90°- XBC (1)

Analogamente o quadrilatero XP AR é circunscrito pelo circulo de diametro XA.

Entéo
APR = AXR, pois sdo angulos inscritos do mesmo arco e

_‘\l N
AXR + XAR = 90 (angulos inscritos em arcos cuja soma é 180°)
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=* AXR = 90° - XAR =

= 90° - (180° - XAC)
= XAC - 90°
Mas XAC + XBC — 180° se, e somente se, X e K (pela propriedade do

guadrilatero XACB) =>

= XAC -90° =

(180° - XBC) - 90° -
= 90° - XBC.

Temos entao

APR = 90°- XBC 2
Portanto, usando (1) e (2),
APR = BPQ

O que completa a prova do teorema.

A seguir queremos esclarecer alguns conceitos e defini¢cdes para entdo provar-

mos o teorema de Steiner com os lemas 3, 4 e 5.

Teorema 11 Seja ABC um tridangulo qualquer. Entdo a envoltoria das retas SW

do tridngulo ABC ¢é uma deltéide s (hipocicloide tricUspide) tangente ao circulo de

Feuerbach F.
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5.2 A deltdide

Considere o sistema composto por uma moeda que se move rolando sem deslizar
dentro de uma argola cujo raio é o triplo daquele da moeda. Suponha ainda que
colocamos tinta na moeda exatamente no ponto T(0) em que ela faz contato com
a argola no instante inicial t = o, de forma que este ponto deixara um rastro por
onde passa. Esta situacgdo estd ilustrada na figura abaixo. O ponto de contato entre
a argola e a moeda no instante t é chamado de S(t), e o lugar onde encontramos o
ponto marcado na moeda no instante t chamaremos de Tm- Na figura vemos em

pontilhado o caminho a ser percorrido por este ponto.

Defini¢cdo 27 Tal figura geométrica é chamada hipocicléide tricuspide ou deltéide.

S(0)=T(0]

deltdide

Quando a moeda rola por fora da argola, a curva é chamada epicicloide e quando

rola por dentro é uma hipocicléide.
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A deltéide é uma curva continua que toca o circulo maior em trés pontos que
sdo vértices de um triangulo equilatero inscrito. Isso ocorre porque o comprimento
da circunferéncia maior é exatamente o triplo do comprimento da circunferéncia

interna.

Considere a deltoide s construida abaixo:

Seja uma circunferéncia (3R) de raio 3r fixa (fig.5.2a), com o centro O na origem
dos eixos coordenados x,y, e um disco que rola (R) de raio r, de centro variavel X
a uma distéancia 2r de O, que parte do ponto fixo S(0) = (3r,0). O ponto marcado

T em (R) descreveréa tuna deltoide.

Observe que quando a circunferéncia (R) rola, o arco SNT, no circulo (R) é
igual ao arco SMSq, no circulo (3R). Entédo, a relagdo entre os respectivos angulos

é

SXT.r = SOSo0.Sr
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e se definirmos SOSq—29, entdo temos (fig.5.2b)

SXT = 39

A equacdo da deltéide s (s) (em funcdo de 9) se da pelas coordenadas do ponto

T, que é a soma dos vetores OJl e x f:

6(9) = (2rcos#,2rsen0) + (rcos(—20),rsen(—2")) =
= r(2cos9 + c0s29,2 sen 9 —sen 29)
E os vetores tangentes a deltdide sé@o

6'(9) = 2r(—sen 9 —sen 29, cos 9 —cos 29)

Lema 1 As retas tangentes a deltéide s s@o as retas perpendiculares a reta ST no

ponto T.
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fig.5.2c
Entdo a direcdo do vetor
. ~ i 9 9
gf (c_o_S (O+w)_Sern (0+in)

- sen-,-cos-
2 2

Fazendo o produto escalar entre s f e 6'(9) temos:

' Q QA

—sen -, —co0s - J =(—sen 9 —sen 20, cos 0 —cos 20) =

e
Ssen- senes + Sen- sen29 —cos - c0s9 + cos - cos 29 =
2 2 2 2

| 9 9 \ ( 9 9
—1cos- cos9—sen- sen9J + 1cos- cos?29 + sen- sen29
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(n e\ /Q \
c°s™ + -J + C0S 1 _

y 2e)
3e -30 30 30
cos—— hC0OS — = — cos— 4-cos -
2 2 2 2

Portanto ST ¢é sempre perpendicular as retas tangentes a deltéide . u

5.2.1 A envoltoéria

Uma familia (diferenciavel) de retas a um parametro em Rz é uma correspondén-
ciaque acadat £ | (intervalo em R) associa um ponto g(t) £ Rz e um vetor unitéario

v(t) £ Tg(i) (R2), que sao funcdes diferencidveis de i; a reta Rt = {g(t),v(t)} que

passa pelo ponto g(t) e é paralela ao vetor v(t) é chamada a reta da familiaemt £ I.

Defini¢cdo 28 Uma envoltéria de umafamuiia de retas a um parametro é uma curva
parametrizada f : | — R2, satisfazendo as seguintes condicdes:

i) o ponto f(t) pertence a reta Rt]

ii) se o vetor f'{t) ™ o que parte do ponto T, entéo a reta que o contém coincide

com Rt.

fig.5.2.1a
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Entdo a envoltéria das retas perpendiculares as retas ST (os pontos S e T variam)

no ponto T é a deltdide 6 (s) = r(2 cose + c0s 26,2 sens —sen 26), onde

t = s,

I - [0,2ud],
gt) = m =T =56(st),
v(t) — O9)/2r.

Agora queremos ver que

Lema 2 A envoltéria das retas SW para um triangulo equilatero ABC ¢é uma del-

toide, tangente ao circulo de Feuerbach F.

Prova. Basta provarmos que as retas perpendiculares a reta ST (do lema ante-
rior) no ponto T sdo as retas SW dos pontos X em relacdo ao triangulo ABC.
Considere a circunferéncia (2R) com centro em O = (0,0) de raio 2r, o tridngulo

ABC equilatero e inscrito em (2R) de forma que A = (2r,0), B — C —

fig.5.2.1a
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Quando o ponto variavel X na circunferéncia (2R) estiver em A, a reta SW de

X em relacdo ao tridngulo ABC obviamente sera a reta OA.

Se X 7MA, onde o angulo XOA = 9, considere Q ponto em BC de forma que
X Q seja perpendicular a BC (fig.5.2.1b).

Entdo as coordenadas de Q sdo (—, 2rsen$)

fig.5.2.1b

O coeficiente angular da reta AB é
A equacdo da reta que passa por X e é perpendicular a reta AB em P ¢é

y —2rsens = \/3(:r —2r cos 9)

A equacdo de AB ¢

y==& (x-2r)

Entéo as coordenadas do ponto P (projecdo ortogonal do ponto X na reta AB)

sao:
= VS 9+3 9
X -r —- r sen -r cos
2 2 2
1 1 1
y -v3r -f-rsen9 -—v3rcos9
2 2 2
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Portanto, o vetor QP que tem a dire¢do da reta SW é:

11 3 . 3 1 3
x = -r —\/3rsen0 + -rcos6 —(—) = —+ —-\/3r sen# +-rcos0
2 2 2 2 2 2
v = -y/3r+ -rseno —V3r coso—2rseno = i\/3r —~rseno —-VSrcoss

Qp = 5(3 —>/3sen0 + 3co0s0, y/Z—3sen0 —\/3co0s0)

Os vetores Qp e 6(6) = 2r(—seno —sen 20, cos 6 —cos 20) sdo paralelos <=+
0 produto vetorial entre Qp = (3 —y/Zsen0+ 3cos 0, y/Z—3 sen 0 —y/Zcos 0,0)
e 6(0) = (—seno —sen20,c0s 0 —cos 20,0) for (0,0,0).

E teremos entdo que a reta SW ¢é a reta perpendicular a ST em T (fig.5.2.1c)

fig.5.2.1c

Para isto basta fazer:
(83 —y/3sen 0 + 3cos 0) (cos 0 —cos 20) —

—(V3 —3seno —\/3co0s0)(—seno - senz20) =
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= 3(cos 9 —co0s 29 + c0s26 —cos 9cos 29 —sen29 —sen 9sen 29)+

+\/3(—sen9cos 9+ sen9cos 29 -f sen 9 + sen 29 - cos 9sen 9 —cos 9sen 20)

= 3(—c0s 29 + c0s 29 + c0s 9 —cos 9(2 c0s29 —1) —2sen29cos 9)

+y/S(—sen 29 + sen 29 -f sen #(c0s29 —sen29) + sen 9 —2co0s29sen 9)

= 3(—c0s 29 + c0os 29 + cos 9 —cos 9(2 c0s29 —1) —2(1 —c0s29) cos 9)

+\/3(—sen 29 + sen 29 + sen 9(1 —2sen29) + sen—2(1 —sen 29) sen 9)

= 3(0) + >/3(0) = 0
Entdo todas as retas SW sao tangentes a 6. Esta é portanto a deltéide que

procuravamos.

Para sabermos quais sdo os pontos comuns entre a deltdide de equacgéo
6= (2rcos 9 + rcos29,2rsen 9 —r sen 29) e o circulo de Feuerbach

F — (rcos 9, r sen 9) basta resolvermos o sistema:

2rcos 9+ rcos29 — rcos9
2rsen9 —rsen29 = rsen9
cos9+ cos2# = O
sen9 —sen?29 = O
2c0s29 —cos9—1 ~ O (i)
sen 0(1 —2cos0) = O )
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de (1) temos:
9=+~ ou

6 —1T

e de (2) temos:

. m
9=+ — ou
0—7 ou
0=0
. . T m
Entdo as solucgdes do sistema sdo 0 = rey ou 0= 5 ou0=T7

Portanto, os pontos de contato entre 6 e F sdo os pontos médios dos lados do

tridngulo ABC.

Queremos ver agora que a deltoide é tangente ao circulo F.

Quando o ponto X estd numa posicdo tal que Q = B (fig.5.2.1d)'a reta SW
¢ 0o lado AB. O angulo ABX = 30° (inscrito)) = AOX = 60° (angulo central)
= SXT — 180° 0s pontos S, X, T, O estdo alinhados. Como XAB —30° o
tridangulo AB X é is6sceles, e como XTA —90°, T = (ponto médio de AB),
exatamente onde F (circulo de Feuerbach) é tangente com AB. Analogamente para

os outros lados. Portanto 8 é tangente a F.



fig.5.2.1d

Com isso demonstramos o teorema 11 para um triangulo equildtero. Vamos agora
estender o teorema para um triangulo qualquer, reduzindo-o ao caso que acabamos

de demonstrar.

5.2.2 Translacdes de s, F e do triangulo ABC

Para os lemas que se seguem, precisamos da seguinte notacao.

Sejam um tridngulo AB C qualquer e K sua circunferéncia circunscrita (fig.5.2.2a).
Tome um tridngulo A'B'Cf também inscrito em K de modo que a reta B'C' seja
paralela a reta BC e A = A'. Seja v, vetor perpendicular ao lado BC de tal forma
gue a translagdo paralela determinada por v transforma a reta BC na reta B'C".
Chamaremos esta transformacéo de f(A, v).

Este lema inicias as idéias para provarmos o teorema 11, finalizando no lema 5.
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fig.5.2.2a

Lema 3 Cada reta de SW t' de um ponto X qualquer de K em relacdo ao triangulo
A'B'C' se obtém por uma aplicacdo do vetor v sobre a reta de SWt do mesmo ponto
X em relagdo ao triAngulo ABC. Portanto a envoltéria das retas SW do triangulo
A'B'C' também se obtém pela translacdo da envoltéria das retas SW do tridngulo

ABC determinada por v.

Prova. Na figura 5.2.2b as retas t et' de SW de X com respeito aos triangulos
ABC e A'B'C' sao respectivamente PQ e P'Q'. Como o quadrilatero XPQB ¢é
inscritivel (circulo de diametro XB), o angulo XQP é igual ao angulo XBP. Assim
como o angulo XQ'P' = XB'P'" —X B P (angulo inscrito do mesmo arco), portanto
XQP = XQ'P' et é paralelo a t!. Entéo t'se obtém de t por uma translagao

determinada por v correspondente a QQ".
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Lema 4 0 circulo de Feuerbach F' do tridngulo A'B'C' também se obtém pela

translacdo do circulo de Feuerbach F do triangulo ABC pelo vetor v.

Prova. Considere os triangulos ABC e A'B'C' e os pontos médios de seus lados
AmEBC,Bm£ AC, Cm£ AB, Am£ B'C', Bm£ A'C", Cm£ A'B'. Os raios de F
e F' séo iguais e sempre medem a metade do raio de K, pois F (analogamente para
F") circunscreve o triAngulo AmBmCm (fig.5.2.2¢) que tem os lados com a metade

da medida dos lados do tridngulo ABC (circunscrito por K).



fig.5.2.2¢c

Como F passa pelo ponto An e pela proje¢édo ortogonal H de A em BC (fig.5.2.2d),
0 centro O de F estd na mediatriz m do segmento An#- Mas o centro O' de F'
também estd em m, pois F' passa por Ame H’ (projecao ortogonal de A sobre B'C")
e AnAn é paralelo a HH'. Como os raios sdo iguais, a distancia de O ao lado BC
¢é igual a distancia de O' ao lado B'C"' Portanto F' é obtido pela translagdo de F

por v.



Seja f(A,v) atransformacdo do triAngulo ABC no triangulo A'B'Cj pelo vetor
v. mantendo fixo o vértice A = A' e substituindo o lado BC pelo lado B'C como

indicado nos lemas anteriores.

Lema 5 Seja ABC um tridngulo qualquer e sua circunferéncia circunscrita K. En-
tdo existe uma transformacao f(A , que leva o tridngulo ABC no tridngulo AB'C"

e outra f{B\vf) que transforma o tridngulo B'AfCf no tridangulo equilatero A"B'C”,

inscrito no mesmo circulo K.



fig.5.2.2¢

Prova. Sejam 2a e 2b os arcos correspondentes as transformactes f(A) e f(B")
Observando na figura 5.2.2e os valores dos angulos dos triangulos sucessivos ABC

A'B'C', AVE”C” temos:

A'= A-2a, Bi= B + a, Ci=G+a
A* = A-2a + b, & =B + a-2b, CT=C +a+b
Para que tenhamos An= B” = C7 = 60°, basta resolver o sistema para a eb:

A —2u %*b = 60
B Xa—2b= 60
C+a+ 0= 60

E temos:

180 —B —2C
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Agora provaremos o teorema 11:

Seja ABC um triangulo qualquer. Entao a envoltéria das retas SW do tridngulo
ABC é uma deltéide 6 (hipocicloide tricuspide) tangente ao circulo de Feuerbach
F.

Com efeito, dado um triangulo ABC qualquer, sua circunferéncia circunscrita
K, sua deltéide s e seu circulo de Feuerbach F, existem transformactes f(A,Vi)
e f(B',v2), tal que T = f{B',v2) «f(A,vi) leva o tridAngulo ABC num triangulo
equilatero A"B"C". Temos a deltdide 62 e o circulo F" do triangulo A"B"C". Entéo
por T_1, a deltéide ™ e o circulo de Feuerbach F" se transformam na deltéide s €

no circulo F do triangulo ABC.

HB'v2) aplicado em AB'C’
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Capitulo 6

A reta SW na Geometria Projetiva

Queremos provar que os teoremas 10 e 11 valem na Geometria Projetiva. Unire-
mos estes em um Unico teorema que chamaremos de Simson-Wallace-Steiner (SWS).
Existe uma versdo algébrica deste resultado, que foi demonstrado em 1997 por
Giering, Oswald [10]. Mas nosso intuito é prova-lo de uma maneira geométrica uti-
lizando o (TFGPC). A nossa prova € mais simples, e com ela obtemos imediatamente

informac6es mais fortes do que em [10].

6.1 Teorema SWS algebricamente

A prova algébrica do resultado citado acima pode ser encontrado na referéncia
10;.

Nela, o autor considera um “ortocentro projetivo” Z e um eixo / (reta do infini-
to). Com isso traca as “paralelas” as alturas para obter perpendiculares aos lados e
entdo os pontos P, Q, R da reta SW. Mas nessa prova o autor exclui o caso em que 0

ortocentro se encontra em um dos vértices, que é coberto pela nossa demonstracéo.
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6.2 Teorema SWS via projecao (Geometricamen-

te)

Provaremos que sempre existe uma projetividade 4/ do espaco projetivo no espaco
euclideano.

Consequentemente temos a inversa 4 -1 que leva o caso euclideano, onde sabemos
gue o teorema vale, no caso projetivo (uma cbnica qualquer e uma reta do infinito).
Entéo tudo o que vale para o Plano Euclideano, em termos de incidéncia, tangéncia

e colinearidade, valera no Plano Projetivo.

Observe que no caso euclideano a reta do infinito [0, 0,1] é externa a circunfe-
réncia. Portanto no caso projetivo a reta do infinito sempre estara externa a conica.

A reta do infinito no plano projetivo a que nos referimos é simplesmente a pro-
jecdo da reta [o,0,1] do caso euclideano, ja que no plano projetivo nao temos a
distingdo das retas.

Nossa prova depende de um lema inicial, que é um corolario do TFGPC (ver

capitulo 1) e das idéias da secéo 4.10.

Lema 6 Dadas uma circunferéncia K, uma cbnica K e uma reta f no plano pro-
jetivo, com f exterior aK (f CiK = 0), existe uma projetividade tal que a imagem

da conica K é a circunferéncia K', e aimagem de f é a reta [0, 0,1].

Prova. Tome um ponto S € / e sua reta polar s em relacdo a K (fig.6.2a).
Sejam G e H os pontos de intersecdo de s e K (existem ja que / é exterior a K) e
T = /fls. Tome areta polar t do ponto T. Seja | um dos dois pontos de intersecéo

detcom K eseja O = sDt.
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Considere a circunferéncia K" (fig.6.2b) de centro O' e a reta do infinito [0,0,1].
Considere ainda, dois pontos G' e H' diametralmente opostos em K', uma reta tf
perpendicular a reta G'H' e passando por O'. Seja /' um dos pontos de intersec¢ao

entre K" et’.

fig.6.2b
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Entdo a projetividade 4/ que estamos procurando é CHI A Com isso,
garantimos que os pontos S' e T (projecdes de S e T, respectivamente) estdo na
reta [0,0,1], consequentemente, a reta / serd levada na reta [0,0, 1], e a cOnica K ¢

projetada na circunferéncia K'.

Teorema 12 Dadas, no plano projetivo, uma cdnica K e um triangulo ABC com
seus vértices em K tracamos de um ponto X as perpendiculares projetivas aos lados
AB, BC, CA. Entdo os pés dessas perpendiculares P ¢ AB, Q G BC, R G AC
estdo numa reta.- a reta Simson-Wallace de X - se, e somente se, X estd em K.
A envoltéria das retas SW de todos os pontos de K em relagdo ao tridngulo ABC é
uma curva projetiva A equivalente a deltéide (ver definicdo 26), e tangente a cbnica

projetiva F equivalente ao circulo de Feuerbach.

Prova. Com o resultado do lema, projetamos um caso geral no caso particular,
gue se encontra no plano euclideano mais a reta [0,0,1]. E tudo o que vale para o
Plano Euclideano, em termos de incidéncia e colinearidade, vale no Plano Projetivo,
via transformacédo \t-1 (citada no lema 6 - fig.6.2c e fig.6.2d). A circunferéncia se
transforma numa cbénica, o triangulo AlI3*0 continua sendo um tridangulo ABC, a
reta [0,0,1] vai numa reta externa a K, os pés das perpendiculares vao na reta SW

projetiva, o circulo de Feuerbach F' vai na cbnica F.
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fig.e.2d

A deltdide 6no plano euclideano é uma curva de quarto grau de equacgéo carte-
siana:

6(X,y) = (X24-y2)2 —8ax (xz2 —3y2) + 18a2(x2 + y2) —27a4 = o0, segundo refe-
réncia [14], onde a é o raio do circulo interno que rola internamente a circunferéncia
externa de raio 3a (ver deltéide, secdo 5.2). Entao sua curva projetiva A tera equacao

(X—, DJ - conforme secéo de curvas projetivas. A curva A sera pro-
jetada em uma outra curva projetiva A de quarto grau (por 4'-1) que claramente

sera uma curva projetiva equivalente a A, pois ~ _1 é representada algebricamente

por uma matriz nao-singular (ver teorema 3).
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Com isso provamos o teorema 12.
Observactes sobre a projecdo do circulo de Feuerbach:
Temos que T define a projetividade entre os planos de ABC e de A'B'C".

O ponto médio M' de B'C' é a interse¢do das diagonais do paralelogramo

A'B'C'D'a, onde as diagonais sdo B'C’ e A'D’a, como mostra a figura 6.2e.

‘D'a
fig.6.2e

Entéo o ponto médio projetivo do lado BC é o ponto diagonal Mado quadrangulo
ABCDa. A reta BDaé a paralela projetiva do lado AC passando por B, assim como
CDa¢ a paralela projetiva ao lado AB passando por C. As retas BC e ADasao as
diagonais do quadrangulo ABC Da. Analogamente obtemos os outros pontos médios

projetivos M=, Mc.

Os pontos Ha, Hbl Hcl sdo as projecBes perpendiculares dos pontos A\ B’, C’
nos lados B'C*, C'AA'B"' respectivamente. E seus pontos projetivos, com relacdo a

conica K , sdo Ha, Hc que foram obtidos conforme explica a secdo 4.10 (fig.6.2f).
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fig.6.2f

0 ortocentro projetivo H é a intersecdo de H”~B com HcC.

fig.6 .29

Os pontos médios entre o ortocentro H' e os pontos A\ B\ C' sdo N'c

(fig.6.2h). E suas projecdes sdo Nai Nb, Nc, obtidos como os pontos Ma, M*; Mc.
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rctn do
jnfinilo

A coOnica definida por quaisquer 5 desses 9 pontos é exatamente a codnica F,
projetada do circulo de Feuerbach. Pois sabemos que F passa por esses 9 pontos e
uma conica é definida unicamente por 5 pontos, conforme a referéncia [16].

Como uma conica é definida por cinco pontos, F s6 pode ser a curva projetiva

do circulo de Feuerbach F' (fig.6.2i).
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