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INTRODUCAO

Durante séculos, os objetos e os conceitos da egfeameuclidiana foram
considerados aqueles que melhor descreviam o manmdague vivemos. Cientistas
conceberam uma visédo da natureza a partir de ¢oaeeformas de figuras regulares e
diferenciaveis.

Nos ultimos quarenta anos, vem se desenvolvendonawm ramo da geometria
gue modela as irregularidades da natureza, a gearfractal. Figuras que no inicio do
século passado eram vistas como “monstros matesgtigd que desafiavam as nocdes
comuns de infinito e para as quais nao havia unphicexdo objetiva, tém hoje um
papel notavel na interpretacdo da realidade.

Através dos estudos realizados no final do sé€oe inicio do século XX, foi
possivel fundamentar esta nova ciéncia que, infligicisivamente para o rompimento
do determinismo, ampliou a abrangéncia da geometripossibilitou ao homem
trabalhar com as complexidades da natureza.

Difundida pelo matematico polonés Benoit Mandel§i®86), a geometria dos
fractais tem atraido interesse cientifico e edureti devido a sua potencialidade,
versatilidade e fascinio oferecido por sua belezmle grande poder de andlise dos
objetos da natureza. Por isso, seu uso tem ocoemdodiversas areas da ciéncia,
tecnologia e arte.

Este trabalho explora a geometria dos fractaisas sgaracteristicas e
propriedades a partir da construcdo de cartdegafsatridimensionais, destacando
aspectos fundamentais da geometria euclidiana.

As atividades com cortes e dobraduras sdo muitmueaedoras, no que se
refere as inUmeras possibilidades que elas oferecsndiversos ramos da matematica.
Além de toda a exploragdo geométrica que € possfagker, nocdes de

proporcionalidade, fragcdes, funcdes e algebra@@enfiente evidenciadas nesta pratica.



Acreditamos que, por ser um trabalho diferente, tqueebra” da rotina das
aulas de matematica, motiva e envolve os alunosa®praticas importantes ocorrem,
como o manuseio de instrumentos de medida (régumapasso), a abstracdo das leis
matematicas e o uso da criatividade.

Segundo Navaz et al. (2006), apesar deste tipo mwdagem n&o ser
considerado didatico por muitos professores, p@&d¢éogiar um bom aliado para as
descobertas, estudos e a constru¢cao do conhecimaarttisciplinar.

Ao dobrarmos o papel, executamos verdadeiros at@Métricos, pois
construimos retas, angulos, poligonos, figuras nm@dsionais e tridimensionais
(NAVAZ et al., 2006). Podemos ainda rever conceiteggeometria euclidiana plana e
espacial durante a construcdo dos cartdes.

Este trabalho apresentama proposta de atividade que permite introduzir a
geometria dos fractais para o Ensino Fundamentalmeio da constru¢ao de cartbes
fractais em trés dimensdes, explorando as caratteais que definem esse conjunto e a

geometria euclidiana envolvida no processo de cagéb.
O QUE SAO OS FRACTAIS?

Os fractais sdo conjuntos cuja forma é extremammegular ou fragmentada e
que tém essencialmente a mesma estrutura em tedescalas. A origem do termo
fractal, nomeado por Mandelbrot, est4 no radicattus proveniente do verbo latino
frangere que quer dizer quebrar, produzir pedacos irregsjavem da mesma raiz a
palavra fragmentar, em portugués (MOREIRA, 2003).

As principais propriedades que caracterizam epguaaitem definir os conjuntos
fractais séo:

* Auto-similaridade que pode ser exata ou estatistica, ou seja, maat@esma
forma e estrutura sob uma transformacao de edcafesformacao que reduz ou
amplia o objeto ou parte dele);

» Complexidade infinitaisto €, qualquer que seja o numero de amplificacfie
um objeto fractal, nunca obteremos a “imagem finatha vez que ela podera
continuar a ser infinitamente ampliada.

* Irregularidade no sentido de rugosidade (ndo-suavidade) ou atagao;

* Possuir em geratlimenséo néo-inteitaA dimensao fractal quantifica, de certo

modo, o grau de irregularidade ou fragmentacacod@uaoto considerado.



A auto-similaridade aproximada ou estatistica esfar principalmente a objetos
da natureza que ndo sado fractais exatos, mas pselemuito bem descrito por eles,
como por exemplo, a estrutura da couve-flor. N@ aesdeterminadas plantas, pode-se
encontrar uma certa semelhanca entre as pequdhas fpue constituem um pequeno
ramo com outros ramos maiores, e gue assim suaassne irdo gerar uma planta, que

afinal ndo é muito diferente do pequeno ramo ihic@mo mostra a figura 1.

Figura 1: Ramos de uma planta cuja auto-semelr@agaoximada.

Fonte:http://www.mat.uc.pt/~mcag/FEA2003/GeometriaFraptHl

A auto-similaridade exata € um conceito artific@djs ndo € possivel encontrar
na natureza objetos rigorosamente iguais a si jgFormalmente, uma figura possui
auto-semelhanca exata se, para qualquer dos sat@spexiste uma vizinhanca que
contém uma parte da figura semelhante a toda figura

No final do século XIX e inicio do século XX, 0SOpesSsOS recursivos e
iterativos para obtencdo de conjuntos chamarameac@b de mateméticos como
George Cantor, Waclav Sierpinski, Helge von Kocler@ Fatou e Gaston Julia.
Mandelbrot (1986) afirma que o estudo desses métmaéfoi fundamental para o
desenvolvimento dessa nova geometria e seus cogjgab conhecidos como fractais
classicos (BARBOSA, 2002).

O conjunto de Cantor, criado pelo matematico ale@éorge Cantor em 1883,
€ construido da seguinte maneira: tomamos um seégrderreta e o partimos em trés
segmentos iguais. Em seguida, o pedaco intermediaretirado. Os dois segmentos
restantes sao de novo repartidos em trés segnigntis e 0s segmentos intermediarios
sao retirados. O processo de repartir os segmendiesretirar o pedaco intermediario
prossegue ao infinito. A figura 2 mostra o proce#secativo de construcdo desse

conjunto.
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Figura 2: Conjunto de Cantor.

Fonte:http://www.geocities.com/inthechaos/obj.htm

O conjunto conhecido como Curva de Koch ou FlocaNéee de Koch foi
criada pelo matematico sueco Helge von Koch em .JA@bnstrucdo dessa curva pode

ser descrita pelo processo iterativo ilustradaguard 3.

Figura 3: Floco de neve de Koch.
Fonte:http://scidiv.bcc.ctc.edu/Math/Snowflake.html

O conjunto conhecido como Triangulo de Sierpinskicfiado pelo matematico
polonés Waclav Sierpinski em 1916 e possui, aléntatacteristicas e propriedades
fractais, relacdo com o triangulo aritmético decBRBEMARTINELLI, 2005). A figura 4

mostra o conjunto obtido pelo processo iterativo.
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Figura 4: Triangulo de Sierpinski obtido atravépdmscessos iterativos.
Fonte:http://www.educ.fc.ul.pt/semtem/semtem99/sem?2 1/&g@nal.htm

O conjunto conhecido por Conjunto de Julia foi doigpelos matematicos
Pierre Fatou e Gaston Julia em 1919. Esse conjomtido por iteragdes no plano

complexo, resultou da curiosidade de determinau® a@conteceria com um numero



complexo z quando a este fosse aplicado iteratimtereefuncaof (t) =z +c, ondec é

um numero complexo. Apenas com os modernos compéisdoi possivel visualizar a

beleza dos graficos de tais fungdes (Figura 5).

Figura 5: Conjunto de Julia.

Fonte:http://www.matcuer.unam.mx/~aubin/vista/img/julimj

O fractal que tem o nome de Conjunto de Mandelbaotpém obtido no plano
complexo, é considerada uma expanséo do Conjunialide pois cada ponto no plano
complexo corresponde a um conjunto de Julia difere@s pontos que pertencem ao
conjunto de Mandelbrot correspondem precisamergecanjuntos de Julia conexos e
0os pontos fora do conjunto de Mandelbrot correspondhos conjuntos de Julia
desconexos. Este conjunto, talvez seja 0 mais @xopbbjeto conhecido pelos
matematicos, como revelam as imagens geradas pgputador (Figura 6). A medida
que ela € examinada em niveis cada vez mais adt@sngliacdo, o observador vé-se
diante de um desfile interminavel de voltas, rdratlbs e formas que se assemelham a

totalidade do conjunto.

Figura 6: Conjunto de Mandelbrot.

Fonte:http://www.lactamme.polytechnique.fr/Mosaic/imadg3lUR.C.11.0032.D/image.jpg




Note que, todos esses conjuntos possuem as duateceticas fundamentais
que definem um fractal: a auto-similaridade e apmlerdade infinita. As exploragdes
desses conjuntos podem ser muito enriquecedorasgsanulas de matematica. Por
exemplo, através da construcdo do Conjunto de €apntiemos explorar, usando uma
tabela, 0 nimero de segmentos a cada nova iteraggiee nos permite chegar a uma
férmula geral, onde é possivel obter com total ipé®co niamero de segmentos que o
conjunto terd para uma iteracdo qualquer. O irgargs € que o numero de segmentos
tende ao infinito, porém o comprimento do segmeeaitme a zero. No Triangulo de
Sierpinski, a area tende a zero. Na Curva de Kaénea tende a um limite, porém, seu
perimetro tende ao infinito.

Uma sugestdo de exploracdo consiste em apresemearda construcao dos
conjuntos fractais aos alunos e fazer com que falgmm conjecturas e, através da
construcdo do fractal busquem, por meio de graftatelas ou algoritmos, explicacdes

gue permitam corroborar ou refutar suas hipéteses.
CONSTRUINDO CARTOES FRACTAIS TRIDIMENSIONAIS

A atividade de construcdo de cartbes fractaisniedisionais € uma forma
motivadora e interessante de apresentar a geondesidractais para os estudantes de
Ensino Fundamental, pois, devido ao apelo estéicmos conteddos matematicos,
envolve e captura a aten¢cao dos alunos.

Segundo Simmt e Davis (1998), além das idéiasadeswidade, iteracdo, auto-
similaridade e dimensao fracionaria, € possivelrddyo topicos como: sistemas
numericos, séries, sequéncias, limite, simbologmreduzir a matematica discreta.

A elaboracéo deste trabalho foi inspirada no liwractal Cutsde Diego Uribe
(2004), o qual contém as figuras e planificacbes @dartbes explorados. Para
fundamentar nosso trabalho, fizemos uma pesquigalhdda sobre o tema e
descobrimos as leis que definem como devem s@sfels cortes e as dobraduras a
partir das planificagbes dos cartdes.

Neste artigo, descreveremos as atividades de ogéstrdos cartdeBegraus
Centrais Triangulo de Sierpinskie Trisec¢cOes,pois eles possuem caracteristicas
diferenciadas. Para construcdo sdo necessarids @@ oficio, régua, tesoura, lapis,

borracha e muita criatividade.

Construindo o cartdoDegraus Centrais



Os cartbes resultam de uma sequéncia de condmglicheias) e dobraduras
(linhas pontilhadas). Tomando-se como ponto deidaara planificacdo do cartdo

Degraus CentraigFigura 7), as etapas a seguir mostram sua cgastru
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Figura 7: Planificacdo do cart®egraus Centrai$URIBE, 2004, p.19].

1. Pegue uma folha de tamanho A4.
2. Dobre a folha ao meio, ao longo de sua altura, cowstra a figura 8.

Figura 8: Dobradura inicial (Passo 2).

3. Com a folha dobrada ao meio, faga dois cortes castisimétricos a uma

disténcia% das extremidades da folha, de altu%a como mostra a figura 9.

Note quea = 2x

Nx
N | X



Figura 9: Passo 3.

4. Dobre o retangulo formado para cima, fazendo uroovira dobra.

Figura 10: Passo 4.

5. Volte o retangulo dobrado para a posicéo iniciguge o centro da figura em

relevo. Podemos dizer que esta € a primeira gedigéartao fractal.

Figura 11: Primeira geracao do cartdo fractal.

6. Dobre a folha novamente, conforme a figura 10, psigeracdes seguintes serao
obtidas seguindo os mesmos passos de 3 a 5, poréoma escala menor,
apenas na regido dobrada. A segunda geracdo @o deattal € obtida com o

corte mostrado na figura 12.



Figura 12: Passo 6.

7. Dobre o retangulo para cima, fazendo um vinco talo

F w
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a

Figura 13: Passo 7.

8. Volte o retangulo dobrado para a posicao inicigduge a figura em relevo.

Neste momento, temos a primeira e a segunda gedagéartao fractal.

Figura 14: Primeira e segunda geracgdo do cartétafra

9. Para obter mais geracfes, repita esse processargadar possivel realizar os
cortes e as dobraduras no papel, sempre usangpaade corte estabelecida no
passo 3. Por fim, desdobre todos os recortes e asi¥eguras em relevo. A

figura 15 mostra um cartdo de quatro geracdesmpetb processo descrito.
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Figura 15: Cartéo fract@legraus Centrais

Podemos observar que o cartdo da figura 15 pessuituras auto-similares.
Com o cartao pronto, observamos que as formas dgeoaséresultantes dos cortes e
dobraduras séo paralelepipedos.

Percebemos durante a construcédo que, a cada naeoecdobradura, obtemos
novos paralelepipedos. Se chamarmos de iteracép agrimeira geracdo do cartdo,
guantos paralelepipedos novos surgem a cada ié&r&@Eemos explorar a construcao

do cartdo construindo a tabela 1.

Tabela 1: lteracdo X NUumero de paralelepipedossiovo

Iteracdo Numero de paralelepipedos novos
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
n 2"

Note que a cada iteracdo, o niumero de novos pepgbeldos dobra, porém, em
escala menor (paralelepipedos menores). Com isdenms concluir que o processo de
construcdo dos paralelepipedos em cada iteracéscéitd pela lei de poténcl', onde
n=0,1, 2,3, ... € 0numero da iteracdes. Ideatifios que a cada nova iteracdo temos
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um paralelepipedo cercado por 2 novos paralelep§pdeiste valor serd denominado
fator multiplicador.
Podemos incrementar nossa tabela explorando o eofientada paralelepipedo

gerado em diferentes iteracbes (Figura 16). Na erangeracdo, o volume do

a.3

. ] ,a_a
paralelepipedo construido se&aE XE = e

Figura 16: Paralelepipedo obtido na primeira it@oac

A tabela 2 mostra o calculo dos volumes dos pagiletdos obtidos nas
diferentes iteracdes, assim como o volume totaksBlecaso, a lei de poténcia dos
volumes produz equagOes de maior complexidade. distdade de generalizagdo da

lei dos volumes pode ser encarada como um grarsddial@ara os estudantes.

Tabela 2: Volume dos novos paralelepipedos emiterdgao e volume total para o cartdo

Degraus Centrais

Iteracéo Volume do novo Volume total
paralelepipedo (Soma dos volumes de todos os
paralelepipedos)

0 a\’ a a’ a’®
— Xa=—= _—
2 4 2°x2? 4
1 aY’ a_a®_a_ & a’ a® _4a*+a’ _5a’
—_ X = = = - —+2X—— =
4 2 32 25 23x2? 4 32 16 16

— — + 4%

4 256 28 20x2f 16 25€ 64 64

2 (ajz a a° as as 5a° a’ _ 20a° +a? _ 21a®
x -_— — —
8
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n a3 a3 1_(1jn+1
23n+2 3 4

Com base nos dados da tabela € possivel chegamaldogeral que informa o

volume total dos paralelepipedos do cartdo em tenacéo qualquer. Na tabela acima
observamos que o volume total do soélido em umagéer qualquer € a soma dos termos
de uma progressao geomeétrica.

A medida que o nimero de iteracbes aumentando, ersuUrgiovos
paralelepipedos, logo o volume total aumenta. Emite, a variacdo de volume de uma
iteracdo para outra é cada vez menor, pois o voldeneada novo paralelepipedo
diminui. Essa idéia poderia ser utilizada paraouhizir a nocéo de limite.

Note também que o cartdo possuito-similaridade ou seja, ele mantém a
mesma forma e estrutura sob uma transformacaocd¢éaescomplexidade infinitaSe
fosse possivel continuar infinitamente o processaaite e dobradura no papel, nunca
obteriamos o “cartdo final”, uma vez que a lei giefine o processo de construgdo

podera continuar a ser aplicada infinitamente.
Explorando o cartdoTriangulo de Sierpinski

Outro cartdo que pode ser explorado € o cartdandulé de Sierpinski. Sua
estrutura triangular pode ser comparada ao conjinatbal que leva o mesmo nome
(Figura 4). Uma curiosidade que pode ser levantadaos alunos € que a estrutura do
Tridngulo de Sierpinski possui uma conexao comiseanos impares do Triangulo de
Pascadl.

Com base no diagrama da planificacdo (Figura 1&)cgbemos que a cada
iteracdo temos um paralelepipedo cercado por w@esnparalelepipedos, porém em
escala menor, que serdo os paralelepipedos obigdpsixima iteragdo. Podemos assim
concluir previamente que este cartdo possui um fatdtiplicador igual a 3.

! Qual a relagdo entre o Triangulo de Pascal e @ngulo de Sierpinski? Disponivel em:
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm48/sierpindiim Acesso em 08 mar. 2007.
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Fractal Cut 6. Sierpinski's Triangles : Glue the grey area to the inside of the cover

Figura 17: Planificacdo do cartdidangulo de SierpinsiURIBE, 2004, p.50 —
modificado pelos autores].

Observando a planificacdo, podemos construir aaregr lei do processo
iterativo para obtermos o cartdo. A seguir, faremo® breve descricdo das etapas
realizadas para esta construcao:

Pegue uma folha de tamanho A4.

2. Dobre a folha ao meio, ao longo de sua altura, @&m modo como foi
realizado na figura 8.

3. Com a folha dobrada ao meio, marque o ponto méalipante dobrada
de largurax e faca um corte vertical de altyrgualquer.

4. Dobre um dos retangulos formado para cima, fazemdovinco na
dobra.

5. As geragOes seguintes serdo obtidas nos dois wd&ntprmados no

cartdo, aplicando a mesma regra do passo 3. Naeoguetangulos

X . .
possuemE de base, logo os cortes verticais em seus ponémiom

devem ter altura igual %2( .

A figura 18 mostra o cartadriangulo de Sierpinskiconstruido usando o

processo descrito anteriormente.



Figura 18: Cartao fractdlriangulo de Sierpinski.

14

Como a cada iteragao triplica-se o numero de npaoalelepipedos, podemos
verificar que o numero de paralelepipedos geradosagla iteracdo € descrito pela lei

de poténcia&3", onden=0, 1, 2, 3, ... € 0o nUmero da iteracao.

Da mesma forma como exploramos o carlEgraus Centraisatribuimos

dimensfes genéricas para o paralelepipedo obtigwimaira iteracdo. Sendo a altura

escolhida comoy=a e o lado da base quadrada p%r, construimos a tabela 3,

determinando o volume de cada paralelepipedo gerado

Tabela 3: Volume dos paralelepipedos novos e vototaédo cartadriangulo de

Sierpinski
Iteracdo Numero de Volume do novo Volume total
paralelepipedos | paralelepipedo
Novos
0 1 3 3
22 22
1 3 3 3
5 112,
2 2
2 9 3 3
a 978
28 28
3 27 ad ad
? 803211
n 3” a3 a3 3 n+l
3n+2 2— 1_(_j
2 5 8
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Nesta tabela, obtemos dados semelhantes aos d&o canterior, porém
observamos que o numero de paralelepipedos nowssupgem a cada geragdo €
diferente. Além disso, notamos que a partir dagggrd o volume total € superior ao do

cartdo dos degraus centrais.

Explorando o cartdoTrisec¢oes

Todos os cartdes fractais sdo constituidos poresdptrte ejetavel) e por vales.
Este cartdo possui uma propriedade muito curios@edida que realizamos 0 processo
de iteracdo, novos montes sao gerados sobre ogsmemts vales do cartdo, até que os
vales do cartdo desaparecam.

Com base no diagrama de sua planificacao (Figuyapg8cebemos que a cada
iteracdo temos um paralelepipedo cercado por ciogos paralelepipedos, porém em

escala menor. Podemos assim concluir que esteogaossui um fator multiplicador

igual a 5.

) af - Eg

e u = | e P

se=BENERE. - GaEEENc
EaE  EaE

--------------------------- o
ol

PR 'i—llf:.|u_ ‘}I

Figura 19: Planificacdo do cartdoseccdegURIBE, 2004, p.25].

Observando a planificacdo, construimos a lei docewso iterativo para
obtermos o cartdo. A seguir, faremos uma breverigéscdas etapas realizadas para a
construcéo do cartalrisecgoes

1. Pegue uma folha de tamanho A4.
2. Dobre a folha ao meio ao longo de sua largura (fad@r na posicao
horizontal da figura 19).

3. Ao longo da dobra da folha de larguxamarque trés segmentos de

X
largura—.
3
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4. Nas extremidades dos segmentos, faca um cortetua wl(note que
serdo apenas dois cortes)

5. Dobre os dois retangulos das extremidades do pepalcima, fazendo
um vinco. Nessa etapa, teremos um retangulo centsldois retanguloa
nas extremidades, virados para cima.

6. As geracdes seguintes serdo obtidas nos trés wéd&nfprmados no
cartdo, aplicando a mesma regra dos passos 3bedeaendo sempre a

regra de reducdo de escala. A figura 20 mostrart@cdriseccoes

3

i _

Figura 20: Cartéo fractdlrisecgdes.

construido usando o processo descrito.

F

De forma analoga a exploracdo dos outros cartéggouimos dimensodes

genéricas para os paralelepipedos obtidos na parnteiacdo. Tomando como medida

da aresta da base igual ao valar (largura) e a aresta lateral peas}f (altura),

construimos a tabela 4, que explora o nimero dalgbepipedos gerados em cada
iteracdo e o volume.

Tabela 4: Volume dos paralelepipedos novos e vototakdo cartddriseccdes

Iterac&o Numero de Volume do novo Volume total
paralelepipedos | paralelepipedo
Novos

0 2 3 3
3 3

1 10 8 3
a 642
3 3

2 50 3 3
% 17782—8
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3 250 2 2
p 48256;
n 2x5" a® 3;3.3 . i n+l
33n+2 11 27

Este cartdo apresenta algumas diferencas dos de@amwlume inicial (da
iteracdo 0) éa%9 e ndo maiswa®/4 Também observa-se um aumento vertiginoso do
namero de novos paralelepipedos a cada nova itergdma forte diminuicdo do

volume do novo paralelepipedo gerado.
DISCUSSOES E CONCLUSOES

Este trabalho mostrou uma proposta de exploracédgedanetria dos fractais
através da constru¢cdo de cartdes fractais tridimeais. Este tipo de abordagem
mostra-se apropriada para exploragdo de conceitggopriedades da geometria
euclidiana, comumente conhecidos por nossos esasiao Ensino Fundamental.

Por ser um tema atual e amplo, a exploracédo da efe@andos fractais permite
tornar a aula de matematica um espago propicio gEendizagem, que une aspectos
lidicos da manipulacdo do cartdo com a abordagensodeeitos matematicos. E
possivel ainda investigar, a partir de topicos @ematica tradicional, conceitos mais
elaborados que podem servir como introducédo paraantetdo futuro, como séries e
limites.

Esta atividade sugere que, durante o processorg#regdo dos cartdes, podem
ser discutidos 0s seguintes topicos:

* As caracteristicas que definem um conjunto fractdmo a auto-

similaridade e a complexidade infinita;

* A generalizacdo da lei de crescimento envolvida, meio do niumero de

“paralelepipedos” ao longo das iteracdes e dogwedy

A descricdo de uma sequéncia ou série convergemarta da lei de

crescimento do cartao;

* A nocéo de limite de uma funcao.
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Outra abordagem possivel seria a investigacao eispfoduzidas por outras
regras de construgcdo de cartdes e pela exploragéouttas grandezas, como 0s
comprimentos dos cortes ou as areas das faces.

Acreditamos que a abordagem proposta aproxima mseitos matematicos da
realidade do aprendiz, fazendo-o refletir e criavas relacbes com a matematica, a
partir do jogo da construcédo dos cartbes fracMesmo conceitos muito distantes da

realidade, como as séries e limites, tornam-seretvxdurante esta exploracao.
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