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Capitulo 1

Solucoes-Analise Real Volume 1

(Elon fino)

Este texto ainda nao se encontra na sua versao final, sendo, por enquanto, cons-
tituido apenas de anotagoes informais. Sugestoes para melhoria do texto, corregoes da
parte matematica ou gramatical eu agradeceria que fossem enviadas para meu Email
rodrigo.uff.math@gmail.com.

Se houver alguma solucao errada, se quiser contribuir com uma solucao diferente ou
ajudar com uma solu¢ao que nao consta no texto, também peco que ajude enviando a
solucao ou sugestao para o email acima, colocarei no texto o nome da pessoa que tenha
ajudado com alguma solugao. Espero que esse texto possa ajudar alguns alunos que
estudam analise pelo livro do Elon.

Os exercicios que possuem dicas no final do livro sao feitos, em geral, seguindo essas di-
cas, porém em alguns casos resolvemos um problema mais geral e tirando o exercicio como
corolario direto de outra proposicao, outras vezes damos solucoes diferentes. Tentamos
detalhar essas solucoes tornando claras passagens que poderiam ser obscuras.

Os enunciados das questoes sao escritos no texto ,na maioria das vezes alterados,
porém tomamos o cuidado de manter a esséncia de cada questao.

A exposicao do texto segue a linha Teorema-Demonstracao.
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1.1 Notacoes

Denotamos (z,) uma sequéncia (x1, z2, ). Uma n upla (z1,z9, - ,x,) podemos

denotar como (z)7.

e O conjunto de valores de aderéncia de uma sequéncia (x,) iremos denotar como
Alzy).

e Usaremos a abreviacao PBQO para principio da boa ordenagao.

e Denotamos f(z + 1) — f(x) = Af(z).

~ Tn+1
e Usamos notagao Q(L‘n = .

n

e Para simbolizar a k-ésima derivada da funcio f , usamos os simbolos DF ou f*.

e Se a sequéncia (z,) converge para a, podemos usar as notagoes limzx, = a ou

T, — a.

1.2 Capitulo 1-Conjuntos finitos e infinitos

1.2.1 Numeros naturais
Questao 1 a)
Propriedade 1. Mostrar que

n(n+1)
—

k =
k=1

Demonstracgao. Por inducao sobre n. Para n = 1 a igualdade vale pois

Supondo a validade para n

3

n(n+1)
k=
2
k=1
vamos provar para n -+ 1
"ik_ (n+1)(n+2)
- ; ,
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Por defini¢ao de somatoério temos

(n+1)(n+2)

nZk:_nH +Zk— (n+1)+ nin+1) = (n+1)(1+2) =

2 2 2
onde usamos a hipdtese da indugao 1.
Questao 1 b)
Propriedade 2. Mostrar que
> @2k-1)=
k=1
Demonstracao. Por indugao sobre n. Para n = 1 temos
1
d@k-1)=21-1=1=1"
k=1
supondo a validade para n,
D 2k —1)=n’
k=1
vamos provar para n + 1
n+1
> @k—1)=(n+1)"
k=1
Usando a definicao de somatoério e hipotese da inducao tem-se
n+1 n
dRk-1)=> @2k-D+2n+1=n’+2n+1=(n+1)" 0O
k=1 k=1
Questao 2

Propriedade 3 (Axioma de Eudoxius). Dados m e n naturais com n > m entdo existe
q € N tal que

gm <n < (¢g+1)m

Demonstracao. Seja A = {z.m | 2m > n, x € N}, tal conjunto é nao vazio pois
(n+1).m > n, pelo PBO ele possui um menor elemento. Sabemos também que m nao
pertence a esse conjunto, entao x > 1, x sempre é sucessor de algum nimero natural ,

entdo podemos tomar o elemento minimo de A da forma (¢ + 1)m. Tem-se (¢ + 1) > ¢
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logo (¢ + 1).m > ¢.m, assim ¢.m nao pode pertencer ao conjunto A, pois iria contrariar

o PBO, logo por tricotomia vale ¢.m < n e

gm<n<(qg+1).m.

Propriedade 4 (Divisao Euclidiana). Dados n > m, entao existe ¢ tal que n = ¢.m ou

gm +r =ncomr <m.

Demonstracao.

Pelo axioma de Eudoxius existe ¢ tal que ¢m < n < (¢ + 1).m. dai ¢m = n ou
g.m < n, se a primeira vale a demonstracao termina, se vale a segunda existe r € N tal
que g.m +r = n. Agora analisamos as possibilidades para r, se r = m, ¢.m +m = n,
m(q+ 1) = n que é absurdo. Se r > m entdo gm+r =n > qgm+m = m(qg+ 1) que
também é absurdo, como nao vale r > m entao por tricotomia vale r < m [

Perceba que a unicidade também ja é garantida como corolario, por unicidade do

minimo de conjuntos e da definicao de desigualdades.

Questao 3

Propriedade 5. Seja A # () subconjunto de N, com propriedade
nmeAsmmt+neA

entao existe t € N tal que A= {tn|n € N}.

Demonstracao. A é nao vazio, entao ele possui um elemento minimo ¢. Primeiro
vamos mostrar que B = {tn | n € N} C A. t € A, supondo tn € A vamos mostrar que
t(n+1) € A. A propriedade vale pois t(n + 1) = tn + ¢ a adi¢ao ¢ fechada em A. Entao
os miltiplos de t pertencem ao conjunto A.

Agora dado um elemento m € A, tomamos a divisao euclidiana de m por ¢, dai existe
qg € N tal que m = ¢.t ou dr € N tal que m = ¢.t + r. Se vale para todo m a primeira
possibilidade entao A C B implicando A = B. Vamos mostrar que a segunda nao ocorre.
Se m € A é da forma gt + r, como gt € A segue que r € A, mas vale r < t o que
contraria a minimalidade de ¢, entao essa possibilidade nao pode acontecer e vale sempre

m=gq.t L[
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Questao 4

Propriedade 6. Nao existe x € N tal que n < x <n + 1.
Essa propriedade nos mostra que todo numero natural diferente de 1 é sucessor de

algum outro numero.

Demonstracao. Suponha que exista x com n < z < n+ 1, entao © = n + p com
p natural. Por tricotomia temos uma das possibilidades p = 1oup > loup < 1. p

nao pode ser 1, pois se nao x =n+1ledain <n+1 <n-+1absurdo . Também nao
x
podemos ter p > 1, pois de 1 < p somando n, segue x < n + 1 < n + p chegariamos em
——

n—+p < n-+p que é falso. Resta entao a possibilidade de p < 1 que nao acontece pois 1 é

o menor elemento de N. Entao nao pode existir x natural com n <z <n + 1.

Questao 5

Propriedade 7. O principio da boa ordenagao implica o principio da inducao .
O principio da boa ordenacao garanta que qualquer conjunto nao vazio de nimeros
naturais possui elemento minimo. O principio da inducao diz que se 1 € B e Vn € B

implica n+ 1 € B entao B = N, A é o conjunto dos niimeros naturais.

Demonstracao.

Seja B um conjunto que satisfaca as condi¢oes do axioma de inducao, 1 € BeVk € B,
k + 1 € B, vamos provar que B = N. Suponha por absurdo que B # N, definimos
A = N\ B, tal conjunto é ndo vazio entao possui um elemento minimo, tal elemento nao
pode ser 1 pois 1 € B, entao esse elemento ¢ sucessor de algum ntmero natural e podemos
denotar tal elemento como ¢ 4+ 1 , isso implica que ¢t € B e por indugao t +1 € B que é

um absurdo O

1.2.2 Conjuntos finitos
Questao 1 a)

Propriedade 8. Se B é finito e A C B entao |A| < |B|. (notacao |A| é o nimero de

elemento de A e A C B significa que A ¢é subconjunto préprio de B, isto ¢ A C B e
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A# B).

Demonstracgao. Faremos o caso de B = I,,. Como A é subconjunto de um conjunto
finito entao ele é finito, seja entao |A| = m, supondo por absurdo que m > n vale I,, C I,
ede A C I, C I, segue que A C I,,,, isto é, A é subconjunto proéprio de I,,,, porém como
|A| = m, existe bijegdo entre I, e A, absurdo! pois ndo pode existir bije¢do entre um

conjunto finito e sua parte prépria.

Questao 1 b)

Propriedade 9. Se A e B sao finitos e disjuntos com |A| =n e |B| = m entdao AU B é

finito com |A U B| = m + n.

Demonstracao. Existem bijecoes f : I, — A, g : I, — B. Definimos h : I,,,, —
AUB como h(z) = f(x)sel <z <neh(x) =glxr—n)sel+n <z <m+n

(1 <z —n<m), como h é bijecao segue o resultado.

Propriedade 10. Se A e B sao conjuntos finitos nao necessariamente disjuntos vale a
relacao

|AU B| = |A| +|B| — |AN B|.

Demonstracao. Escrevemos A como a unido disjunta A = (A \ B) U (AN B), dal
|A| — |AN B| = |A\ B| agora escrevemos AU B = (A \ B) U B, uniao disjunta logo

|AUB| = |A\ B| +|B]
usando a primeira expressao segue que

|AUB| = |A| +|B| — |AN B|.

Questao 1 c)

Propriedade 11. Sejam (Aj, Ay, -+, A,) = (Ax)](notagdo) conjunto finitos dois a dois
disjuntos, onde |Ag| = my, entao | U Ai| = Z |Ax| = ka.
k=1 k=1

k=1

Demonstracao. Inducao sobre n.
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Propriedade 12. Se A e B sao finitos e disjuntos com |A| = m e |B| = n entao A x B

é finito com |A x B| = m.n.

n

Demonstracao. Podemos escrever A x B = U Ai onde Ay = A x {By} com |A| =

k=1
m, logo
n

[Ax Bl = | Al =) |4l =mn

k=1 k=1

Questao 2

Propriedade 13. Seja |A| = n entdo |P(A)| = 2".

Demonstracao. Por indugao sobre n, se n = 1, entao A = {a;} possui dois subcon-
juntos que sao @) e {a;}. Suponha que um conjunto qualquer B com n elementos tenha
|P(B)| = 2", vamos provar que um conjunto C' com n+1 elementos implica | P(C)| = 2"t
Tomamos um elemento a € C', C'\ {a} possui 2" subconjuntos (por hipdtese da indugao),
s de k =1 até k = 2", que também sao subconjuntos de C', porém podemos formar mais
2" subconjuntos de C' com a unido do elemento {a}, logo no total temos 2" + 2" = 2"*!
subconjuntos de C' e mais nenhum subconjunto, pois nao temos nenhum outro elemento

para unir aos subconjuntos dados.

Questao 3

Propriedade 14. Sejam (Ag)7 com |Ay| = my entdo |HAk] = H |Ag| = l_IrmC
= k=1 k=1
Demonstracao. Por indugao sobre n.

Propriedade 15. Se |A| =m e |B| = n entao |F(A; B)| =

Demonstracao.[1] Faremos o caso em que A = I,,,. As funcoes de F(I,,; B) sao m

uplas, sendo que em cada coordenada existem n possibilidades de elementos

F(I,; B) = HB
dai

|F(I,,; B)| H =[[Bl=
=1 k=1

No caso geral mostramos que existe uma bijegao entre F'(I,,; B) e F(A; B) logo tais

conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos.
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Demonstracao.[2] Por indugao sobre m. Param =1. A= {a1} e B={by,---,b,},
temos n fungoes fy(a;) = by, Yk € I,,. Suponha a validade para um conjunto A" qualquer
com m elementos, vamos provar para A com |A| = m+1. Tomamos a € A, dai A\{a} = A’
possui m elementos, logo |F(A’, B)| = n™, podemos estender cada f; : A* — B para
f A — B de n maneiras diferentes, tomando f(a) = by, k € I, logo temos no total

nn™ = n™"! funcoes .
Questao 4

Propriedade 16. Se A # () C N é limitado superiormente entao A possui maximo.

Demonstracao. Seja B={n € N |n>z,Vx € A.} , B é um conjunto nao vazio de
nimeros naturais, logo pelo principio da boa ordenacao B possui um elemento minimo,
tal elemento nao pode ser o niimero 1 entao ele é sucessor de algum nimero natural, que
denotaremos por t + 1, logo ¢t tem que satisfazer uma das propriedades, existe y € A tal
que t < y ou existe y € A tal que t = y . A primeira op¢ao nao pode valer pois teriamos
t <y <t+1queéabsurdo. Vamos mostrar que tal y realmente é o maximo do conjunto.
Seja z # y elemento de A, entdo z < y, poisset =y < z,entdao t < z < t+ 1 que é

absurdo.

Propriedade 17. Um conjunto A # () , A C N é finito sse é limitado.

1.2.3 Conjuntos infinitos
Questao 1 a)
Propriedade 18. Se A ¢ infinito e f : A — B é injetiva entao B ¢ infinito.

Demonstracao. f: A — f(A) é bijecao e f(A) C B é infinito, logo B é infinito , B
nao pode ser finito, pois todo subconjunto de um conjunto finito é finito. f(A) nao pode

ser finito, pois se fosse A estaria em bijecao com um conjunto finito logo seria finito.

Questao 1 b)

Propriedade 19. Se B ¢ infinito e f : A — B é sobrejetiva entao A é infinito.
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Demonstracao. Dado y € B escolhemos = € A tal que f(x) = y e com isso definimos
a funcao g : B — A tal que g(y) = z, g é injetiva entdo pelo resultado anterior segue que

A é infinito.

Questao 2

Propriedade 20. Se A ¢ infinito entao existe funcao injetiva f : N — A.

Demonstragao. Podemos definir f indutivamente. Tomamos inicialmente z; € A e

definimos f(1) = x; e paran € N escolhemos x,, .1 € A\ U{xk} definido f(n+1) = x,.1.

k=1
n

A\ U{xk} nunca ¢ vazio pois A ¢ infinito. f ¢ injetora pois tomando m > n tem-se

Fn) e | {n} e fm) € A\ | (o).
k=1 k=1

Corolario 1. Existe funcao injetiva de um conjunto finito B num conjunto infinito A.

Propriedade 21. Sendo A infinito e B finito existe fun¢ao sobrejetiva g : A — B.

Demonstracao. Existe func¢ao injetiva f : B — A, logo f : B — f(B) C A é
bijecdo, possuindo inversa g : f(B) — B. Considere a funcio f : A — B definida como
fz)=g Yx)sex € f(B)e f(xr) =z, € Bsex ¢ f(B), f é funcdo sobrejetiva.

Questao 3

Propriedade 22. Existem infinitos nimeros primos.

Demonstragao. Suponha que existam (pg)} ,n primos, vamos mostrar que existe

mais um primo distinto dos anteriores . Considere

s = (H pr) +1
k=1

=a
se esse numero € primo a demonstracao termina, se nao, ele é composto e ird existir um
numero primo p tal que pl|s, tal p ndo pode ser nenhum dos p; dados pois se pi|s entao
pr|(s —a) = 1 que é absurdo, assim ele possui um fator primo p # py.

Uma maneira de denotar tal fato é escrever

lim 7(n) = oo.
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Exemplo 1. O produto de primos consecutivos adicionados de 1 nao sao sempre primos
241=3 ¢ primo
23+ 1=7 éprimo
2.3.54+1 =31 é primo
2.3.5.74+1 =211 é primo
2.3.5.7.11 +1 = 2311 é primo
2.3.5.7.11.13 + 1 = 30031 = 509.59 nao ¢é primo

2.3.5.7.11.13.17 + 1 = 510511 = 19.97.277 nao ¢ primo

Questao 4

Exemplo 2. Dar exemplo de uma sequéncia (Ay) decrescente de conjuntos infinitos cuja
interseccao seja vazia.
Considere os conjuntos definidos como Ay = {n € N | n > k}, cada um desses con-

juntos é infinito e vale Ay C A1, porém nao existe elemento que pertenca ao intersecgao
o0
(A
k=1

se houvesse algum ¢ que pertencesse a interseccao entao tal ¢ deveria ser elemento de todo

Ay, porém isso nao acontece, pois existe k tal que k > t, dai todos elementos de A, sao

maiores que t.

1.2.4 Conjuntos enumeraveis
Questao 1

Exemplo 3. f: N x N — N definida como f(m+1,n) =2"(2n—1) e f(1,n) =2n—1
é uma bijecao. Dado um ntmero natural j qualquer, podemos escrever esse nimero como
produto dos seus fatores primos

i=]]r =2 T]p* cr >0, € 2.
k=1 k=2
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como os primos maiores que 2 sao impares e o produto de impares ¢ um ntimero impar
entao, se a; =m > 0 temos j = 2™(2n—1), se a3 = 0 tem-se j = (2n— 1), portanto todos
naturais sao dessa forma e a funcao é sobrejetora. Agora vamos mostrar que a fungao é

injetora seja f(m,n) = f(p,q)
2™(2n — 1) = 2°(2q — 1)

se m # p os numeros serao diferentes pela unicidade de fatoracao (2s — 1 nao possui
fatores 2 pois sempre é impar), entdo devemos ter m = p, dai segue que n = ¢ e termina

a demonstracao.

Questao 2

Exemplo 4. Existe g : N — N sobrejetiva tal que g~ '(n) é infinito para cada n € N.
Seja f : N — N definida como f(n) =k se n é da forma n = p;* onde pj, é o k-ésimo
numero primo e f(n) = n caso contrario, f é sobrejetiva e existem infinitos n € N tais

que f(n) =k para cada k natural.

Questao 3

Exemplo 5. Exprimir N = U N}, onde os conjuntos sao infinitos e dois a dois disjuntos.
k=1

Tome Npy1 = {p*,ar € N onde pj o k-ésimo primo} ¢ Ny = N \ U N}, cada um

k=2
deles ¢ infinito, sao disjuntos e sua uniao da N.

Questao 4
Propriedade 23. P, = {A C N | |A| = n} é enumerével.

Demonstracgao. Definimos a funcao f : P, — N" da seguinte maneira: Dado A =
{1 <x9 <+~ <}, f(A) = (21, ,2,). Tal fungao é injetiva pois dados A = {zy, k €
I,} e B ={yy, k € I,} ndo pode valer z;, = y, para todo k, pois se ndo os conjuntos

seriam iguais.
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Corolério 2. o conjunto Py dos subconjuntos finitos de N é enumeravel pois

Py =J P
k=1

¢ uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis.

Questao 5

Daremos duas demonstracoes para essa questao uma mais direta outra um pouco mais

longa.

Propriedade 24. O conjunto X das sequéncias (z,) tais que dado n, x,, =0 ou z,, = 1

é nao enumeravel.

Demonstracao.

Vamos supor por absurdo que tal conjunto seja enumeravel com a enumeracao s : N —
X , tal que dado v natural associamos a sequéncia s, = (x, (n)). Podemos entdo tomar
o elemento y = (y,), definido da seguinte maneira: y, # o, (»), podemos tomar y, dessa
maneira pois se para n fixo vale x,, () = 0 escolhemos ¥, = 1, se x,, (,y = 1 escolhemos
yn, = 0, dai tem-se que y # s, para todo v natural, logo y nao pertence a enumeragao, o

que ¢é absurdo. Logo a sequéncia é nao enumeravel.

Propriedade 25. P(N) é nao enumeréavel.

Demonstracao. Definimos a fun¢do f : X — P(N) (onde X é o conjunto de
sequéncias de elementos 0 oul ) da seguinte maneira para cada sequéncia (xy), defini-
mos f(xy) =V = {k | zx # 0}. Tal funcao é bijecao pois dadas duas sequéncias distintas
(zx) e (yg) entdo existe k tal que xp # y, , sem perda de generalidade, y, = 0 entao
k¢ f(yr) e k € f(zx) logo as imagens sao distintas. A fun¢do também é sobrejetiva pois
dado um subconjunto V' C N a ele esta associado a sequéncia (zy) onde z, = 0se k ¢ V
erxr=1sekeV.

Como tal funcdo é bijecdo e X é ndo enumeravel, segue que P(N) também é nao

enumeravel.

Teorema 1 (Cantor). Sejam A um conjunto arbitrario e B um conjunto contendo pelo

menos dois elementos, entdo nenhuma funcao f: A — F(A, B) é sobrejetiva.
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Demonstracao. A funcdo f : A — F(A, B) associa a um elemento de = de A a
um elemento y de F'(A, B), que por sua vez é uma fungdo de A em B, y : A — B, que
denotaremos por f, = y. Para mostrar que f nao é sobrejetiva, temos que mostrar que
existe z em F(A, B) tal que para nenhum x € A vale f, = z.

Definiremos z : A — B da seguinte maneira, para todo x € A fixo temos que f,(x) é
um elemento de B, como B possui no minimo dois elementos, entao associamos z(z) a um
elemento diferente de f,(x), assim as fungoes(imagens da fungao) z e f, sdo distintas para

todo z (pois diferem em um elemento) , logo f : A — F(A, B) nao pode ser sobrejetiva.

Propriedade 26. Existe bijecao entre P(A) e F(A,{0,1}). Os elementos de P(A) sao
subconjuntos de A.

Demonstracao. Seja a funcao C' : P(A) — F(A,{0,1}), chamada de fungao ca-
racteristica, definida como: Dado V' € P(A), Cy deve ser uma funcao de A em {0, 1},
definimos entao Cy(z) =1sex € Ve Cy(x) =0sex ¢ V.

Tal fungao é injetiva, pois sejam V' # H elementos de P(A) entao Cy é diferente de
Cy, pois existe, por exemplo, 1 € H tal que =y ¢ V e x; € A e vale Cy(x;) =0 e
Cu(x1) =1, logo as fungdes sao distintas.

A fungao é sobrejetiva, pois dado um elemento y de F(A,{0,1}), ele deve ser uma
fungao de A em {0, 1}, entao existe um subconjunto V' que contém todos = € A tal que
y(r) =1eparatodor € L =A\V tem-se y(z) = 0, tal fungao é a mesma que Cy. Logo

a fungao ¢ bijetora.

Corolario 3. Nao existe bijecao entre os conjuntos A e P(A), pois nao existe funcao
sobrejetiva entre A e F/(A, (0,1)) essa ultima que estd em bijecao com P(A). Em especial

nao existe bijegao entre N e P(N).

Questao 6
Propriedade 27. Sejam B enumerdvel e f : A — B tal que Yy € B, f~'(y) é enumeravel,
entao A é enumeravel.

Demonstracao.

A=

yeB
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entao A é uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis, dai A é enumeravel.

1.3 Capitulo 2-Niumeros reais

1.3.1 R é um corpo
Questao 1 a)

Propriedade 28 (Unicidade do elemento neutro da adigdo). Se x + 6 = = para algum

z € R entdao 8 = 0.

Demonstracao. Vale que x + 60 = x + 0, logo pela lei do corte segue 6 = 0.

Questao 1 b)

Propriedade 29 (Unicidade do elemento neutro da multiplicagao). Se x.u = x para todo
r € R entao u = 1.
Demonstracao. Tomamos z # 0 ele possui inverso ' multiplicando por ™! de

ambos lados segue que u = 1.

Questao 1 c)
Propriedade 30. Se x +y = 0 entao y = —x.

Demonstracgao. Adicionamos —x em ambos lados.

Questao 1 d)

Propriedade 31. Se z.y = 1 entdo y = 2.

Demonstracao. Como z.y = 1 entao nenhum dos numeros é nulo, logo ambos

possuem inverso, multiplicamos em ambos lados por ™' de onde segue o resultado.
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Questao 2

Propriedade 32.

(bd) ™t =b"td ™t
Demonstracao.
(bd)t.bd =1
b ldtbhd=1

logo (bd)™' = b~1.d"". por unicidade de inverso .

Propriedade 33.

ac ac
b'd  bd
Demonstracao.
ac_ a1 g1 -1 -1 _ -1 _ ac
5 ab .cd ac.b™.d ac.(bd) ot
Propriedade 34.
a n c a+tc
d d d

Demonstracgao.

g+§:d1a+dlc:d1(a+c):a+c

por distributividade do produto em relagao a soma.

Propriedade 35.

¢ ad+be
d bd

Demonstracao.
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Questao 3

Propriedade 36. (z71)"! = .

Demonstragao. Pois z.27' = 1, logo = é o inverso de x7 ', isto é x = (z7 )71

Corolario 4.

pois

Questao 4

Propriedade 37. Mostrar que

para x # 1.

Demonstragao. Usamos a soma telescopica

n
Zxk+1 _ gk — gl g
k=0

como "™ — 2% = 2 (x — 1) entdo

.CL’n+1 -1 1— xn—i—l

;$k: r—1  1-x

1.3.2 R é um corpo ordenado

Questao 1

Vamos dar algumas demonstracoes da desigualdade triangular e tirar a questao como

coroldrio.

Propriedade 38. Sejam 0 < z e 0 < y. Se 2% < 3 entdo z < .

Demonstracao.
Vale (x —y)(x +y) <0
como 0 <=z +y deve valer (x —y) <O0daiz <y.
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Propriedade 39 (Desigualdade triangular).
|a+ 0] < a] + 0]

para quaisquer a e b reais.

Demonstracao.

a.b < |ab| = |a|b|
multiplicando por 2 e somando a? + b* em ambos lados
a® +2ab +0° = (a +b)* < a® + 2|al[b] + b* = [a|* + 2|al[b] + [b]* = (|a] + [5])?

logo (|a + b])* < (|a| + |6])* de onde segue usando a propriedade anterior

la + b < |a|] + 0]

Demonstracao.[2] Valem as desigualdades
—lal <a<lal, —[b] <b< [
somando ambas
—([bl + la]) < a+b < [b] + |a]

que equivale a

la +b] < a| + 0]

Demonstracao.[3] Sabemos que vale sempre z < |z] e y < |y| entdo z+y < |z|+]y|,
dai se 0 < x + y temos
[z +yl =2 +y < x|+l

Vale também que —z < |z| e y < |y| entdo se x +y < 0 segue |x +y| = —(x +y) <
|z| + |y|. Em qualquer dos casos temos |z + y| < |z| + |y|.

Corolario 5. Na desigualdade triangular
|a+ 0] < a] + 0]
tomando a =x —y , b=y — 2 segue

|z = 2| < |z =yl +y — 2]
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Questao 2

Propriedade 40.
la] —[b]] < |a —0].

Demonstracao. Pela desigualdade triangular temos que
la] < |a—b[+[b] logo |a| — [b] < [a — b]
tem-se também que
1< Ja = b1+ o] =16~ lol = = (Ja =41 < Ja — b1 = ~lo 8] < el -
juntando as duas desigualdades
—la = b <faf = [b] < la — 0]

que implica

|la| = [b]] < |a —b].

Questao 3

Propriedade 41. Dados z,y € R, se 2> +y* = 0 entdo x = y = 0.

2> 0ey® > 0 de onde segue que

Demonstragao. Suponha que z # 0, entdao x
z?4y* > 0, absurdo entao deve valer 22 = 0 = z = 0 logo temos também y* = 0 = y = 0,

portanto z =y = 0.

Questao 4

Exemplo 6. Mostre que

2
(1+:p)"21+nx+n(n—1)%

para n natural e x > 0. Vamos chamar

2
C(n,z) =1+nz+n(n— 1)%

Por indugao sobre n, paran =1

ZL’Q

(1+x)21+1.x—|—1(1—1)2 =14z
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logo vale a igualdade. Considere agora a validade da hipotese

2
(1+x)"21+nm—|—n(n—1)%

vamos mostrar que vale

2 1 1 —1)a?
(1) > 1+(n+1)x+(n+1)(n)% =1+ (n—ll— >:c—|— (n;— ):1:2 = 1+nx+w+x+nx2

(1+2z)" > C(n,r) + 2 + n?

onde usamos a relacao de Stiefel. Multiplicando a desigualdade da hipétese da indugao

por 1 4+ x, nao alteramos a desigualdade pois 1 + x é positivo, temos entao
(14 2)"" > C(n,2)(1+2) = C(n,z) + C(n,z)z
agora vamos mostrar que
C(n,z) +C(n,2)xr > C(n,z) + x + na®

que é equivalente a

C(n,z)xr > x +na®
desigualdade valida se x = 0, agora se x > 0 equivale a

C(n,z) > 1+nx

2 2
1+nx+n(n—l)?21+nx<:> n(n—l)EZO

se n =0 oun =1 ela se verifica, se n # 0,1 também pois temos 22> 0.

Questao 5

Exemplo 7. Para todo z # 0 real, prove que (14 )" > 1 + 2na.

Se x > —1 tomamos a desigualdade de bernoulli com 2n no expoente. Se x < —1 vale
1 4+ 2 < 0 porém elevando a uma poténcia par resulta num nimero positivo, por outro
lado 2nz < —2n logo 1+ 2nz < 1—2n < 0 entdo (14 2)*" é positivo e 14 2nax é negativo,

logo nesse caso vale (1 +2)*" > 1+ 2nx [
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Questao 6
Propriedade 42. |a — b| < e = |a| < |b] +&.
Demonstracao. Partindo da desigualdade |a — b| < ¢, somamos |b| a ambos lados
la —b| + |b] < e+ |b|
e usamos agora a desigualdade triangular
lal < la = 0] +[b] <&+ [b]
dai segue
la| < e+ |b].
Questao 7

Propriedade 43. Sejam ()] e (yx)} numeros reais, entao vale a desigualdade

n n

D anyw)® < Q@) (Y (w)?).

k=1 k=1

Demonstragao. Dado f(x) = Z(xk + 2y, )?, vale f(x) > 0, sendo um polinémio de

k=1
grau 2 em z, expandindo vale também

D (ko) = () +22> (wr) +2 > ()
k=1 k=1 k=1 K1
b

temos que ter o discriminante A = b% — 4ac < 0 = b* < 4ac para que f (x) >0,

n

40D (wan))® < 40 (@) (D))

implicando finalmente que

D) < Q_(@))(Q(w)?).

k=1 k=1

A igualdade vale sse cada valor x; 4+ xy, = 0 para todo k € N.
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Questao 8

Propriedade 44. Sejam % € (a, B) e tg, by, > 0 para cada k € I,,, entao vale que
k

n
> tkag
k=1

Z tkbk
k=1

€ (o, f).

Demonstracao. Vale para cada k

tkak
a< — <
tkbk ﬁ

como cada tib, > 0, podemos multiplicar por tal termo em ambos lados sem alterar a

desigualdade, ficamos entao com

Oztkbk < trap < ﬂtkbk
n

, tomando a soma g ,sabendo que a soma preserva desigualdades, dai segue que
k=1

n n n
Zatkbk < Ztkak < ﬁztkbk
k=1 k=1 k=1

logo

KAk
a <

St
kil < ﬁ
> tibg

k=1

> tray
implicando que "= € (a, B).

n

> tibr
k=1

n
>
Em especial tomando ¢, = 1 tem-se k? € (a, B).

> by
k=1

1.3.3 R é um corpo ordenado completo

Questao 1

Vamos primeiro demonstrar alguns resultados podem ser usados para resolver as

questoes.
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Propriedade 45. Se A ¢ limitado superiormente e B C A entao sup(A) > sup(B).

Demonstracao. Toda cota superior de A é cota superior de B, logo o sup(A) é cota
superior de B, como sup(B) é a menor das cotas superiores de B segue que sup(A) >
sup(B).

Propriedade 46. Se A é limitado inferiormente e B C A entao inf(A) < inf(B).

Demonstragao. infA é cota inferior de A, logo também é cota inferior de B, sendo
cota inferior de B vale infA < inf B, pois inf B é a maior cota inferior de B.

Sejam A, B C R, conjuntos limitados .

Propriedade 47. O conjunto A+ B={z+y |z € A,y € B} também ¢ limitado.

Demonstragao. Se A é limitado , existe ¢ tal que |z| < t para todo x € A e se B é
limitado existe u tal que |y| < u Vy € B. Somando as desigualdades e usando desigualdade
triangular segue |z| + |y| < u+te |r+y| < |z| + |y| < u -+t logo o conjunto A + B é

limitado.

Propriedade 48 (Propriedade aditiva). Vale sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Demonstragao. Como A, B sao limitados superiormente, temos sup A := aesup B :=
b, como vale a > x e b > y para todos x,y € A, B respectivamente segue que a+b > z+y
logo o conjunto A + B é limitado superiormente. Para todo e qualquer € > 0 existem z, y
tais que

< +E b < +E
a T — —
9’ yT35

somando ambas desigualdades-segue-se que
a+b<zx+y+e
que mostra que a + b é a menor cota superior, logo o supremo, fica valendo entao
sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Propriedade 49. inf(A + B) =inf A+ inf B

Demonstracgao. Sejam a =infAeb=1infB entaoVr,y € A, B tem-sea <z, b <y
de onde segue por adicao a +b < x + 1y, assim a+ b é cota inferior de A+ B. dx,y € A, B
tal que Ve > 0 vale z < a + g ey < b+ g pois a e b sao as maiores cotas inferiores,
somando os termos das desigualdades segue x +y < a + b+ €, que implica que a + 0 é a

maior cota inferior logo o infimo.
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Seja uma funcao limitada f: V — R.

Definicao 1.
sup f :=sup f(V) = sup{f(z) |z € V'}

Definicao 2.
inf f:=1inf (V) =inf{f(z) |2z € V}

Sejam f,g:V — R funcoes limitadas .

Propriedade 50.

sup(f +g) <sup f +supg

Demonstracao.

Sejam
A={fx)zeV}, B={g(y)|yeV} C=A{gx)+f(x)[zeV}
temos que C' C A + B, pois basta tomar z = y nos conjuntos, logo
sup(A + B) > sup(f + 9)
sup(A) + sup(B) = sup f + supg > sup(f + g)

Propriedade 51.
inf(f + g) > inf(f) + inf(g).

Demonstracao. De C' C A + B segue tomando o infimo
inf(A + B) = inf(A) + inf(B) = inf(f) + inf(g) < inf(C) = inf(f + g).

Exemplo 8. Sejam f,¢g : [0,1] — R dadas por f(z) = z e g(x) = —z, vale sup f =
L,supg =0, f+ ¢ = 0 logo sup(f + g) = 0 vale entao sup f +supg =1 > sup(f +g) = 0.
Vale ainda inf f = 0,infg = —1, f+ g =0, inf(f + g) = 0 logo

inf f+infg=—1 <inf(f +g) =0.
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Questao 2

Definicao 3. Sejam A e B conjuntos nao vazios, definimos A.B = {z.y | x € A,y € B}.

Propriedade 52. Sejam A e B conjuntos limitados de niimeros positivos, entao vale

sup(A.B) = sup(A). sup(B).

Demonstracao. Sejam a = sup(A) e b = sup(B) entdo valem x < aey <b, Vr e

t
A,y € B dal z.y < a.b, logo a.b é cota superior de A.B. Tomando t < a.b segue que — < b
a

t t t
logo existe y € B tal que — < y dai — < a logo existe © € A tal que — < x logo t < x.y
a Y

entao t nao pode ser uma cota superior, implicando que a.b é o supremo do conjunto.

Propriedade 53. Sejam A e B conjuntos limitados de niimeros positivos, entao vale

inf(A.B) = inf(A). inf(B).

Demonstracao. Sejam a = inf(A) e b = inf(B) entdao valem x > aey > b, Vz €

t
A,y € B dai x.y > a.b, logo a.b é cota inferior de A.B. Tomando t > a.b segue que — > b
a

t t t
logo existe y € B tal que — > y dai — > a logo existe © € A tal que — > x logo t < z.y
a

entao t nao pode ser uma cota inferior, implicando que a.b é o infimo do conjunto.

Propriedade 54. Sejam f,g: A — RT limitadas superiormente, entao

sup(f.g) < sup(f)sup(g).

Demonstracao. Sejam C' = {g(z).f(z) | x € A} , B ={g(y). |y € A} e A =
{f(z) |z € A} . Vale que C C A.B, dai

sup(A.B) > sup(C)

sup(A) sup(B) > sup(C)
sup(f)sup(g) > sup(f.g).

Propriedade 55. Sejam f,g: A — RT limitadas superiormente, entao

inf(f.g) > inf(f)inf(g).
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Demonstracao. Sejam C = {g(x).f(z) | v € A} , B ={g9(y). |y € A} ¢ A =
{f(x) |z € A} . Vale que C' C A.B, daf

inf(A.B) < inf(C)
inf(A) inf(B) < inf(C)
inf(f)inf(g) < inf(f.g).

1
Exemplo 9. Sejam f,¢g : [1,2] — R dadas por f(z) = z e g(x) = —, vale sup f = 2,
x

supg = 1 sup f.supg = 2 e sup(f.g) = 1, pois f.g = 1 logo
sup f sup g > sup(f.g).
o . 1 . . 1 .
Da mesma maneira inf f = 1, inf g = 5 vale inf f.inf g = 5 e inf(f.g) = 1 portanto

inf f.inf g < inf(f.g).

Questao 3
Propriedade 56. Seja f : A — RT entdo inf(f?) = (inf f)%

Demonstragao. Seja a = inf f tem-se f(x) > a Va daf f(z)? > a® entdo a* é cota
inferior de 2, e é a maior cota inferior pois se a® < ¢ entdo a < /¢ logo existe z tal que

a < f(r) < y/cedaf a® < f(r)* < clogo a® é a maior cota inferior inf(f?) = inf(f)>.

Questao 4

Exemplo 10. e Sejam X = {z € Rt |2* <2} eY ={y € Rt | y* > 2}. X ¢
limitado superiormente por 2 pois se fosse > 2 entdo z? > 4 que é absurdo. Os
conjuntos X e Y sdo disjuntos, pois # nao pode satisfazer > < 2 e 22 > 2 . Dado
y € Y vale y > z pois se fosse y < z terfamos y*> < z? < 2 que é absurdo pois
y? > 4.

e X nao possui elemento méximo. Seja z € X entdo 2 < 2,0 < 2 — 22, vale também
2

, podemos entao tomar um racional r < 1 tal que
20 +1

que 2z +1 > 0, dai 0 <
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2

x
1 e vale ainda z + r € X, pois de r < 1 tem-se r* < r e da relacio
x

r(2r 4+ 1) < 2 — 2* implica

O<r<<

(r+r)=*+2ra+r? <2+ 2ra+r=2"+rQRz+1)<2* +2 -2 =2
entdo (v +7)* < 2.

e O conjunto Y nao possui elemento minimo. Como vale y > 0 e y*> > 2, tem-se
2

2y

> —2 > 0 e 2y > 0, logo existe um racional r tal que 0 < r < , logo

r2y < y? —2, y*> —2ry > 2. Vale ainda que y — r € Y pois
(y—r)2 =9y —2ry+1?>9* —2ry > 2

logo vale (y — r)?> > 2. Vale também y — r > 0 pois de 2ry < y* — 2 segue

1
7"<g——<y,logoy—r>0,logoy—reY,percebaaindaquey—r<yentéo
Y

o conjunto Y realmente nao possui minimo.

e Existe sup X = a, vale a > 0, nio pode ser a*

< 2 pois dai @ € X, mas X nao
possui maximo. Se a® > 2 entdo a € Y, porém Y nao possui minimo o que implica
existir ¢ € Y tal que x < ¢ < aVX o que contradiz o fato de a ser a menor cota

superior (supremo). Sobre entdo a possibilidade de ser a* = 2.

Questao 5

Propriedade 57. O conjunto dos polindmios com coeficientes racionais é enumeravel.

Demonstracao. Seja P, o conjunto dos polindmios com coeficientes racionais de grau

<n a funcio f: P, — Q"' tal que
P> apa®) = (ar)}
k=0

é uma bijecdo. Como Q™' é enumeravel por ser produto cartesiano finito de conjuntos
enumeraveis, segue que P, é enumeravel.

Sendo A o conjunto dos polinomios de coeficientes racionais, vale que

i On
k=1
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portanto A é uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis , sendo assim A é enumeravel.

Definigao 4 (Numero algébrico). Um nimero real (complexo) x é dito algébrico quando

é raiz de um polinomio com coeficientes inteiros.

Propriedade 58. O conjunto dos nimeros algébricos é enumeravel.

Demonstracgao. Seja B o conjunto dos algébricos . Para cada algébrico x escolhemos
um polindémio P, tal que P,(x) = 0.

Definimos a fungao f : B — A tal que F(z) = P,. Dado P, € F(B), temos que o
conjunto g~ (P,) dos valores x € B tal que f(z) = P, é finito pois &/ possui um nimero

=Y
finito de raizes e dai tem-se

B= |J ¢

yef(B)
logo B ¢ uniao enumeravel de conjuntos enumerdveis ( no caso finitos), entao B é enu-

meravel.

Corolario 6. Existem ntimeros reais que nao sao algébricos, pois se todos fossem algébricos

R seria enumeravel.

Defini¢cao 5 (Ntumeros transcendentes). Os nimeros reais que nao sao algébricos sao

ditos transcendentais

Questao 6

Propriedade 59. Um conjunto I C R é um intervalo sse @’ < x < b’ com a',0/ € I

implica x € I.

Demonstracao. Se [ é um intervalo entao ele satisfaz a propriedade descrita. Agora
se a definicao tomada de intervalo for: dados a’, b elementos de I se para todo z tal que
a' <z <l entdo x € I, logo o conjunto I deve ser um dos nove tipos de intervalos.

Caso I seja limitado, inf] = a e supl = b, se a < x < b, existem a’,V tais que
a < x < b logo v € I, isto é, os elementos entre o supremo e o infimo do conjunto

pertencem ao intervalo. Vejamos os casos

e inf /] = a,sup ] = b sdo elementos de I, logo o intervalo é da forma [a, b].
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e a¢ I, bel, ointervalo ¢ do tipo (a,b].
e acleb¢ I, ointervalo ¢ do tipo [a,b).

ea¢ Iebé¢ I tem-se o intervalo (a,b). Com isso terminamos os tipos finitos de

intervalos.
Se I é limitado inferiormente porém nao superiormente.
e a €[, gera o intervalo [a, 00).
e a ¢ I, tem-se o intervalo (a, c0).
Se [ ¢é limitado superiormente porém nao inferiormente.
e be ], gera o intervalo (—oo, b].

e b ¢ I, tem-se o intervalo (—o0, b).

O 1ltimo caso, I nao é limitado

I = (—00,00)

1.4 Capitulo 3-Sequéncias

1.4.1 Limite de uma sequéncia
Questao 1

Propriedade 60. Uma sequéncia periddica é convergente sse é constante.

Demonstragao. Considere as subsequéncias da sequéncia (z) que possui periodo p

(Ib T1+4p; L142py " ° ) = (371+kp)keN
($2, Lotpy Lo242py *° ) = ($2+kp)keN
(xp—la Tp—14p; Tp—142py " " ° ) - (xp—l—&-kp)kEN

cada sequéncia dessas ¢ constante e possui valor sempre igual ao seu primeiro termo pelo

fato da sequeéncia ser periddica de perfodo p, 4, = x,. Se (z}) converge entao todas suas
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subsequéncias devem convergir para o mesmo valor, entao deve valer z1 = z9 = - -+ = 2,1
e cada termo da sequéncia (z3) deve pertencer a uma dessas subsequéncias, disso segue

que (z) é constante.
Questao 2

Propriedade 61. Se lim x5, = a lim x5, 1 = a entao limz,, = a.

Demonstracao. Sejam y,, = 9, € 2, = T2,_1 como temos limy, = lim z, = a, para
qualquer € > 0 existem ng e ny tais que para n > ng vale y, € (a —eg,a+¢) en >mn
vale z, € (a — €,a + €), escolhendo ny = maz{ng,n,} temos simultaneamente z,,y, €
(a—e,a+¢), xopn_1,To, € (a—e,a+¢), entao para n > 2ny — 1 temos z,, € (a —e,a+¢)

logo vale lim x,, = a.

Questao 3
Propriedade 62. Se limx, = a entdo lim |z,| = |a|.
Demonstracgao. Se limz,, = a entao
Ve>0,dng € N |n>ny= |z, —a|l<e

porém temos a desigualdade ||z,| — |a|| < |z, — a| logo ||x,| — |a]| < € e lim |z,| = |al.

Questao 4

Propriedade 63. Se uma sequéncia mondtona possui subsequéncia limitada, entao a

sequéncia ¢ limitada.

Demonstragao. Suponha que (z,) seja nao-decrescente e possua uma subsequéncia
limitada, vamos mostrar que para todo n natural vale x,, < M para algum M. Como a
subsequéncia de (z,,) é limitada, entdo para todo n € N existe ng € N tal que ng > n e ng
é indice da subsequéncia limitada de (z,) com isso tem-se x,, < z,,, € como a subsequéncia
é limitada, existe M tal que z,, < M, dal por transitividade x,, < M, isso implica que
(z,) é limitada superiormente e como a sequéncia nao-decrescente é limitada inferiormente

entao ela é limitada.
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Corolario 7. Se uma sequéncia mondtona possui subsequéncia limitada entao ela é con-
vergente, pois a sequéncia monotona serd limitada e toda sequéncia mondtona limitada é

convergente.

Corolario 8. Em especial se uma sequéncia mondétona possui subsequéncia convergente,

entao essa subsequéncia é limitada e dai a sequéncia mondtona é convergente.

Questao 5

Definicao 6 (Valor de aderéncia). Um nimero real a é dito valor de aderéncia de uma
sequéncia (z,), quando existe uma subsequéncia de (z,) que converge para a. Simboliza-

remos o conjunto dos valores de aderéncia de uma sequéncia por Alx,].

Corolario 9. Se uma sequéncia é convergente entao todas subsequéncias convergem para
o mesmo limite que é o limite da sequéncia, entao se uma sequéncia é convergente ela

possui apenas um valor de aderéncia, isto ¢, se limz,, = a entdo Alx,] = {a} = {limz,}.

Exemplo 11. Os racionais sao densos na reta e sao enumeraveis, entao podemos tomar
uma sequéncia (x,) que enumera os racionais, logo pra essa sequéncia vale A[x,] = R, pois
tomando qualquer valor a € R qualquer intervalo (a — ¢,a + €) para qualquer £ possui
infinitos racionais, elementos da sequéncia, entao podemos com esses infinitos valores
tomar uma subsequéncia de (x,) que converge para a. Em especial os racionais em [0, 1]
sao enumeraveis e densos logo tomando uma enumeragao (x,,) dos racionais nesse conjunto

temos Alx,] = [0, 1].

Exemplo 12. A sequéncia (1,2,3,1,2,3,1,2,3,--+) que satisfaz 1 = 1,29 = 2,23 = 3

sendo periédica de periodo 3, z,43 = x,, tem Alz,] = {1,2,3}.

Exemplo 13. Dar o exemplo de uma sequéncia (z,) que possua Alzr,] = N. Para que
isso aconteca é necessario que cada ntmero natural apareca infinitas vezes na sequéncia.
Definimos a sequéncia (z,,) como z,, = k se n é da forma p.*, onde pj é o k-ésimo primo e

ar € N, dai existem infinitos valores de n tais que x,, = k com isso geramos subsequéncias
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que convergem para um k qualquer dado, definimos também =z, = 1 caso n nao seja da

forma p;*, apenas para completar a definicdo da sequéncia.

Questao 6

Propriedade 64. a € A[z,] & Ve >0, Vk € N exista n > k tal que |z, — a| < e.

Demonstracao.

=. Se a é valor de aderéncia de (z,), entdo ela possui uma subsequéncia que converge
para a, logo para qualquer ¢ > 0 e k£ € N fixo, existe n indice da subsequéncia tal que
n>kel|r,—al <e.

< . Supondo que Ve > 0, Vk € N exista n > k tal que |z, — a| < e.

No primeiro passo tomamos ¢ = 1 e k = 1 dai existe ny; > 1 tal que z,,, € (a—1,a+1).

1 L 1 1
Podemos tomar agora ¢ = 5 k = ny entao existe ny > n; tal que z,,, € (a — 500 + 5),
na t + 1-ésima etapa tomamos ¢ = P e k = n, dal existe ny1 > ny tal que @, , €
( ! + ), 1 trui b éncia (x,,) tal li
a— ,a , logo construimos uma subsequéncia (z al que limz,,, = a.
Questao 7

Corolario 10. Negamos a proposi¢ao anterior.

a¢ Alx,] < Je >0, Ik € N tal que para todo n > k implique |z, — a| > €.

1.4.2 Limites e desigualdades
Questao 1
Propriedade 65. Se limz, = a,limy, = b e |z, —y,| > € para todo n, entdo |a —b| > ¢.

Demonstracao. Suponha por absurdo que |a —b| < € e |y, — z,| > €. Podemos
——

=€1
tomar n > ng tal que |y, — b| < &9 e |z, — a| < e3 onde &1 + &3 + €3 < £, que pode ser

feito, pois basta tomar 9 + €3 < € — &1 logo
——

>0

[YUn — n| < |y — bl +|b—a|+ |z, —a| <e1+e2+e3<¢

que contradiz |y, — x,| > €.
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Questao 2

Propriedade 66 (Permanéncia de sinal ). Se limz,, = b com b > 0 entdo no maximo uma
quantidade finita de termos dessa sequéncia pode nao ser positiva, isto é, existe ng € N

tal que para n > ng vale x,, > 0.

Demonstracao. Como limz, = b para todo € > 0 existe ng tal que para n > ng

2b—b b

temos |z, —b| <&, z, € (b—¢,b+¢) tomandoez§temosb—&“:b—ézT:§
3b . 3 .

eb+e=b+ 3= 3% logo existe ng tal que para n > ng tem-se z, € (5,5) logo x,, €

positivo.

Corolério 11. Sejam (x,), (y,) duas sequéncias com limx, = a e limy, = b. Se b > a
entao existe ng € N tal que y, > x, para qualquer n > ng. Considerando a sequéncia
(xn, — yn) ela tem limite limz,, — y, = b — a > 0 logo pela permanéncia de sinal existe

ng € N tal que para n > ng vale z, — vy, >0, z, >y, [.

Questao 3

Propriedade 67. Se uma sequéncia limitada nao é convergente entao ela possui mais de

um ponto de aderéncia .

Demonstracao.

Como a sequéncia (z,) é limitada ela possui subsequéncia (z,,) convergente, conver-
gindo para uma valor a . Como a sequéncia nao é convergente, deve haver uma outra
subsequéncia (x,,) que nao converge para a, dai existem infinitos valores de n; tal que x,,
nao estd no intervalo (a — €, a + €) para algum . Como (z,,) é limitada entao ela possui
subsequéncia convergente, que nao pode convergir para a, converge entao para um valor

b # a e a proposicao esta demonstrada.

Questao 4

Propriedade 68. Seja (z,) uma sequéncia limitada. (x,) converge < possui um inico

valor de aderéncia .



CAPITULO 1. SOLUCOES-ANALISE REAL VOLUME 1 (ELON FINO) 37

Demonstracao. Se ela é convergente ela possui um tnico valor de aderéncia . Se ela
possui um tunico valor de aderéncia entao ela converge, pois se nao convergisse ela teria

mais de um valor de aderéncia (contrapositiva e questao anterior).

Questao 5

Exemplo 14. Quais sdo os valores de aderéncia da sequéncia (z,,) definida como xs, 1 =
1 : o (. : P

n e xo, = —! Para que um ponto seja de aderéncia é necessario que existam infinitos
n

termos arbitrariamente préximos de tal ponto, no caso de tal sequéncia o 1inico ntmero

que satisfaz tal propriedade é o 0, além disso tal sequéncia nao é convergente pois nao é

limitada.
Questao 6
. . a+b
Propriedade 69. Sejam a,b > 0 € R, ©; = Vab,y; = — Tnil = \/Tn-Yn, Yntl =
Tn + Yn

. Entao (x,) e (y,) convergem para o mesmo limite.

Demonstracao. Sabemos que y, > x, pela desigualdade das médias, entao

2
TnYn = Ty = \/TpYn = Typ = Tpy1 = Ty,

entdo (x,) é crescente . Da mesma maneira y, é decrescente pois de x, < y, tem-se

(Tn + Yn)
2

concluimos que x,, e y, sao convergentes, por serem monotonas e limitadas .

Tn + UYn < 2y, dal Yy, = < Y, . Como vale x1 < x, <y, <y para todo n,

0
yn—f—l — 2
tomando o limite
r+y
y= 5 =>r=y

Definicao 7 (Média aritmético-geométrica). Dados dois nimeros reais positivos a e b o
valor comum para o qual convergem as sequéncias (z,) e (y,) definidas na propriedade

anterior se chama média aritmético-geométrica de a e b.
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Questao 7 a)
Propriedade 70. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy, entao para todo € > 0 existe
no € N tal que para n,m > ngy vale |z, — x,| < . Tomando € = 1 e um niimero natural
ny > ng fixando m = n; segue |x, —x,,| < 1 logo para n > ng temos ,, € (x,, —1,x,, +1)
, consideramos entao o conjunto A = {zy,xs,...,x,, — 1,2, + 1} tomamos b = max A e

a = min A entao z, € [a,bl.

Questao 7 b)

Propriedade 71. Se uma sequéncia de Cauchy (z,) possui subsequéncia (x,, ) conver-
gente entdo (x,) é convergente e converge para o mesmo valor de (z,,) . Com essa pro-
priedade concluimos que uma sequéncia de Cauchy nao pode ter dois valores de aderéncia
a e b distintos, pois se nao a sequéncia iria convergir para a e para b, o que nao acontece

por unicidade do limite.

Demonstragao. Vale 11}1ng1 T, = a para algum a € R, dai para todo € > 0 existe
. . £ N .
no € N tal que p > ng implica |x,, —a| < 3 pela sequéncia ser de Cauchy, existe ny € N,
€
tal que para n,m > ny tem-se |z, — T, < =.

2
Tomamos um termo da subsequéncia z,, tal que ny; > ny e ny > ny logo vale |z, —a| <

€ € . .
3 € |2p — T, | < 3 somando por desigualdade triangular tem-se

9
|$n_a|§|xnt_a|+|xn_xm|§§+ =¢

5
2
entdo vale |z, — a| < € implicando que (z,) converge para a.
Questao 7 c)

Propriedade 72. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

~ . £
Demonstracgao. Se limzx, =aV 3 > (0 dng € N tal que para m > ng e n > ngy temos

€ € : :
|z, —al < 3¢ |z, —al < 5 epor desigualdade triangular |z, —z,,| < |z, —a|+ |z, —al < e

logo a sequéncia convergente é de Cauchy.
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Corolario 12. Como toda sequéncia limitada possui subsequéncia convergente entao toda
sequencia de Cauchy é convergente. Observe que para provar esse fato usamos o Teorema
de Bolzano-Weiertrass que usa o fato de R ser um corpo completo, em corpos que nao
sejam completos como () o conjunto dos racionais, existem sequéncias de Cauchy que nao

sao convergentes.

Corolario 13. Uma sequéncia é convergente, se e somente se, é de Cauchy.

1.4.3 Operagoes com limites
Questao 1

Exemplo 15. Para todo p € N tem-se lim nn%p =1 pois vale 1 < nn%p < n= de onde
n—o0

1
segue por sanduiche que lim n»+r = 1.
n—oo

Questao 2

Propriedade 73. Se existem ¢ > 0 e p € N tais que ¢ < z,, < n? paran > ng € N entao
lim(xn)%.
Demonstracgao. Vale ¢ < z,, < n?, tomando a raiz n-ésima tem-se
en < YT < (1)
tomando-se o limite segue pelo teorema do sanduiche que lim(:vn)% = 1.

Exemplo 16. Para n suficientemente grande tem-se 1 < n+s < n? e daf lim(n+s)= = 1.

Da mesma maneira

1<n++n<(n)
1 <alnn < (n)?
1 <nlnn < (n)?

para n grande, dai

lim {/n++v/n =1
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lim Valnn =1
lim Vnlnn = 1.

Questao 3

Generalizacao da questao do livro.

Exemplo 17. Seja a sequéncia (z,) definida como x; = a e z,.1 = \/x, +b, onde
2? < x4 b, isto é, a®> < a+b, a e b positivos , calcular lim z,,.

Vamos mostrar primeiro que a sequéncia é crescente. Por inducao sobre n, temos
Ty =Va+bea < Va+bpois a*> < a+ b. Supondo para n, x, < T,41 vamos mostrar

que vale para n + 1, 41 < Z,4o . Da hipotese tem-se que =, + b < x,.1 + b dai

\/ T, +b< \/ Zna1 + b implicando x,,11 < T,12. Vamos mostrar agora que a sequéncia é
limitada superiormente. Existe ¢t > 0 € R tal que t* > a+be t*—b > t. Daf a sequéncia é
limitada superiormente por t* — b pois, por inducio z; = a < t* — b e supondo z,, < t* —b
segue , + b < t* tomando a raiz segue x,,1 < t < t* — b. Ela é limitada superiormente e
crescente logo é convergente.

Tomando limite em ambos lados de 27, = x, + b resolvendo a equagio do segundo

1+v1+4+4b
5 .
Podemos tomar x1 =0 e b= a dai 0 < a, logo converge e temos o corolario

\/a+\/a+\/mzl+— ”21+4a.
\/1+\/1+\/T: 1+2\/§

converge para a razao aurea.

grau encontramos L =

Exemplo 18.
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Questao 4
N . $n - \/a . s ,
Propriedade 74. Seja e, = T o erro relativo na n-ésima etapa do célculo de v/a
a
1
por meio da recorréncia z, ; = 5(1 + x,). Vale que
mn
2
T 50t e
Demonstracao.
e _ Tn+1 — \/a
7’L+1 \/a
o 1 a
substituindo x, 11 = 5(— + x,) segue que
Ip
1  a
Cn+1 2\/5(9(:” + )
Por outro lado
s T2 —2x,\/a+a
no a
Ty — A/ Q Tn — A0+ /a T
Aew+1) = 2(In =V gy L g@n VATV o
Vva Va Vva
dai
e2 (aci—Z:Um/&+a)\/_ $n—2\/a+ﬁ) ($n+%) )
= a = = —_ = en .
2(en, + 1) 22,0 2y/a 2y/a i
2
Exemplo 19. Usando a expressao e,y = 2<1—£) Se e, < 1072 tem-se eni1 <
6n
10~ 1074102 1072 1
= = que podemos aproximar por = 0,00005

2(14+1072)  2(102+1)  2(102+1) 2.104

aplicando novamente

< 1 2.10%

enio < =

T 81031 + o) 8.105(2.100 + 1)
. 1 1

que aproximamos para = = 0,00000000125.

4.1042.10*  8.108

Questao 5

Propriedade 75. Definimos uma sequéncia (z,) recursivamente como z; = —, a > 0,
a
1

a—+x,

Tptl = . (z,,) converge para a solucao positiva de >4 axr—1=0.
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1 1
Demonstracao. Vale 2,19 = ———— e 41 = entao
a+ Tyt a—+x,
1 a+ x,
Tpt2 = 1 - 2
at (7)) @*t+az,+1
a—+ x,
Tpag = —5———
+2 a? + ax, + 1
em especial
a—+ x
.]}'3:2—.
a*+ary+1
9 1 1 1
De ¢ +ac—1 = 0 segue que c(c+a) =1, c = .Valez; = - > c¢c =
] ct+a a ct+a
= a9 e dal 21 > 19 = ue implica
a—+ T ? ! 2 a—+ T q P

ary + a5 > 1

multiplicando por a e depois somando x; em ambos lados segue que

2 2 2 a—+
ax1+ax1+x1>a+x1@x1(a +ax1+1)>a—|—x1:x1>2—
a’ +axr;+1
—_———
=x3
i 1
dai 1 > x3 e como x5 < ¢ segue que r3 = >c= , logo temos z; > x3 > ¢ >
a—+ 2 a—+c
To.
, 1 1 . .
Vale também que z, = > Ty = , pois T1 > x3 € ¢ > x4 pois T3 > c,
a—+ xs a+ 2
entao

X1 > T3 >C> Ty > To.

Seguindo esse procedimento mostramos que a sequéncia dos impares é decrescente
limitada inferiormente e a sequéncia dos pares é crescente limitada superiormente, entao

ambas as sequéncias sao convergentes. Supondo limxy, = L e lim g, ; = L segue da
a-+ T,

identidade z,,. 0 = —— que
P2 g, 1

L
L= "% it l—atl=d®Ltal?=a=al+ %=1
a?+al +1

como Ly, Lo > 0 essa equagao possui apenas uma solucao positiva, entao segue que L; =
LQ = C.
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Questao 6

1
Propriedade 76. Dado a > 0 definimos (y,) com y; = a € y,.1 = a + —. Vale que

n

limy, = a + c onde ¢ é raiz positiva de 2? + ax — 1 = 0.

- 1 ,
Demonstragao. Vamos mostrar que x, = — para todo n natural, onde (x,) é
n
a sequeéncia definida na propriedade anterior. Por indugao sobre n, para n = 1 temos
1 1 1 1
x1 = — = — ok! Suponha por hipétese que x,, = — e vamos mostrar que z,,; = :
a n 1 1 Yn Yn=1
ayn + ..
Vale que y,11 =a+ — = In , por definicao de x,, tem-se que
n Yn
1 1 Yn 1
xn+1 g fr g

a4+ x, a—{—yin W +1  Ypi1

Entao y,+1 = a + z, tomando o limite segue que limy,, 1 = a+ c.

Questao 7

Exemplo 20. Seja a sequéncia de fibonacci definida como f(n+2) = f(n+ 1) + f(n)
f(n)

com condicoes iniciais f(1) = f(2) = 1, definindo z,, = ————— entao limz, = c raiz
, 1) = 2 s

positiva de 22 + 2 — 1 = 0.

Da recorréncia f(n +2) = f(n+ 1) + f(n) dividindo por f(n + 1) em ambos lados

fln+2)  fn) __f(n) _fln+1)
segue que f(n—l—l)_f(n+1)+1dexn_f(n+1) seguequexn+1—f(n+2)

, logo

1
=T+ 1=2,1 =
Tpi1 i 1+xn

logo caimos no caso ja demonstrado da sequéncia (z,) com a = 1, dai (z,,) converge para

solucdo positiva de 22 + 2 — 1 =0.

1.4.4 Limites infinitos
Questao 1

Exemplo 21.

3=

lim(n!)
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De n! > a", com a > 0 arbitrario para n grande, tem-se (n!)% > @ entao a sequencia
de termo x,, = (n!)% nao é limitada superiormente além disso é crescente, pois de n+1 >
n n
k > 0 tem-se H(n +1) > H klogo (n+ 1)" > n! o que implica (n!)"(n + 1)" > nl(n!)"
k=1 k=1
e daf ((n+1))" > (n))"*! de onde segue (n + 1)!#1 > (n!)%.

como ela é crescente e ilimitada superiormente, entao seu limite é infinito.

Questao 2

Propriedade 77. Se limx,, = co e a > 0 entao

limy/In(z,, + a — v/In(z, = 0.

Demonstracgao.

e (et o)~ Infa,)
Vin(e, +a—/In(a, VvVIn(z, + a+ /In(z,

_ a a e

o denominador In(1 + —) < 1+ — — 1 logo o numerador ¢é limitado e o numerador
Tn T

tende ao infinito, entao o limite é nulo.

Questao 3
Pam
Propriedade 78. Com a > 0, p € N vale lim =0.
n!
- . nPa"
Demonstracao. Pelo testa da razao , tomando x,, = > 0 segue
n!
Tpy1 (4 DPa™ nl a (14 l)p
r,  (n+1)! awmr (n+1) n
dai lim Tnt1 _ 0elimz, =0.
Tn
Corolario 14. lim =0
nPa”
. : . .. a'™nln? . a™nln?
Propriedade 79. Seja a > 0 entao lim =0sea<eelim =00 se a > e.
nn nn
- ) a"n!nP
Demonstracao. Definindo z, = — > 0 tem-se
n
Ty a"(n+1Dl(n+1)P 0" a 1+ l)p
T, (n+1)tnr  arn! (14 Lyn n

c e , a , . .
cujo limite é —, dai, se a < e limz, =0, se a > e limz, = co.
e
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Questao 4

Propriedade 80. Se (z,, — y,,) é limitada e limy,, = co entao lim n_ 1,
Yn

Demonstracao. Existem 1,5 € R e ng tal que para n > ng vale
<Xy —Yn <ty, =0 +Yn <xp <to+yn

com ¥y, > 0 dividimos por esse valor

t Ty t
L1« 24
yn yn yn

tomando o limite em ambos lados tem-se por sanduiche

1< lim2 <1

Yn
lim lim ™" = 1.
Yn
‘s L e : 1 1
Corolario 15. A sequéncia (In(n+1)—In(n)) é limitada pois vale 0 < In(14+—) < 14—
n n

In(n+1)

In(n)

Outra maneira é considerar

1
com 1+ — limitada daf lim =1 pois e limin(n) = oo.
n

In(n+1) - In(n+ 1) — In(n) _ In(1+ 1)
In(n) In(n) In(n)

como o numerador é limitado e o denominador tende ao infinito o limite é nulo

1 1 1 1
Gt BT |G )]

In(n) In(n) =t

li

Questoes 5 e 6

Propriedade 81 (Stolz-Cesaro). Dada uma sequéncia (z,) e uma sequéncia (y,) cres-
cente com

limy, = o

Tp 7%
= g entao lim — = a.

e lim
Ayn Yn
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T

Ay,

T
para k > ng tem-se a —e < — < a+¢ ey, > 0 (pois tende ao infinito), como (y,) ¢

Demonstracao. Como lim = a entao para todo € > 0 existe ng € N tal que

k
crescente vale Ay, > 0, logo podemos multiplicar por ele em ambos lados da desigualdade
sem alterar

(a —e)Ayp < Azy < (a+ e)Ayg
n—1
tomamos o somatorio Z em ambos lados
k=ngp+1

(a—=&)(Yn = Ynpr1) < (Tn — Tngr1) < (@ +€)(Yn — Ynot1)

isso implica

(@ =€) (Yn — Yngt1) + Tng+1 < Tn < (@4 €)(Yn — Yng+1) + Tng+1

Yno+1 Tno+1 T, Yno+1 Tno+1
(a—e)(1— )+ < —=<(a+e)(1- )+
Tn
como lim y,, = 0o segue que o que implica lim y_ = aq.
Propriedade 82. Se limz, = a e (w,) é uma sequéncia de nimeros positivos com
n > Wiz
limz wy, = 00 entao lim k:}L— =aq.
k=1

> wy
k=1

n n
Demonstracao. Tomamos x, = g Wg.2k € Yp = g wy entao Azr, = Wpi1-Zni1
k=1

k=1
~ , . , Az,
, Ay, = wyy, > 0 entao y, € crescente e limy, = oo, temos também que A =
Un
Wn+1”n+1 . .. . ~ .~
LT = 2,41 cujo limite existe e vale a entdo nessas condicoes vale
Wn41
n
> Wk-2k
. n . k=1
lim — = lim —; =a
on > Wk
k=1

Corolario 16. Tomando w, = 1 entao g wy = n e seu limite é infinito, tomando uma
k=1
sequéncia (z,) tal que lim z, = a entao segue que
n
> 2k
k=1
n

lim

=a
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n

> 2k

k=1
n

, isto é, se lim z,, = a entao lim = a.

n
Corolario 17. No coroléario anterior tome x,, = E 2k, dai segue que lim Ax,, = a implica
k=1
. Ty
que lim — = a.
n

Propriedade 83.

1 1
lim 20D
n
Demonstracao. Tomando y, = n e x, = In(n + 1) vale que Ay, =1 > 0 e

limy,, = oo, Az, = In( ) vale ainda que

Ay, 1

lim =2» — limln(njL )=0
Ty, n
1 1
logo lim M =0.
n

1.5 Capitulo 4-Séries numéricas

1.5.1 Séries convergentes

Questao 1

Usaremos a propriedade telescopica que diz
STAS(R) = fn+1) - £(1)
k=1
onde Af(k) = f(k+ 1) — f(k), para resolver alguns problemas de séries.

(o) [e¢] 1
Exemplo 22. Dadas as séries Zak e Zbk com a, = vVn+1—+/n, b, =log(l+ —)
n
k=1 k=1
, mostre que lima, = limb, = 0. Calcule explicitamente as n-ésimas reduzidas s, , t,

destas séries e mostre que lim s, = limt,, = 4o00.

sn:iak:i\/ﬁ—\/_:iA\/_:\/E =vVn+1-1

n+1
1
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logo lim s,, = 00

n+1
t, = Zlog 1—|— Zlog (k+1)—log(k ZAlog = log(k) = log(n+1)—log(1) = log(n+1)
1
logo limt,, = +o00. O limite dos termos das séries
1
=vVn+1-— lima, =0
V= vn+1+ \/ﬁ
1
b, = log(1 + —)
1. log[(1+21 1+ 1)
o <togr+ by~ 03] 0+ )
n n
+ )"

1
como lim(1+4 —)" = e entao tal sequéncia é limitada, logo lim = (0 de onde segue

n
1
por teorema do sanduiche que limlog(1 + —) = 0. Usamos que log(z) < z. Assim temos
n
duas série cujos termos gerais tendem a zero, porém as séries divergem, esse exemplo
[e.o]

mostra que a condi¢ao de lim f(k) = 0 em uma série Z f(k) ser satisfeita ndo garante

que a série sera convergente, a condi¢ao é apenas uma condicao necessaria.

Questao 2
1
Exemplo 23. Mostrar que a série Z e converge, usando o critério de comparacao.
k=1
Comecaremos com o somatério
o1 "1 1 R | n—1
_— = — —_ — = — = —— 1 e
R M M R
k=2 k=2
b b1
onde usamos soma telescopica Z Af(k) = f(b+1)— fla) = f(k)| , Af(k) =
R ) -1 () ‘

f(k+1) — f(k) é apenas uma notacao para essa diferenga e também usamos a fragdo

parcial
1 1 k—14k -1
ko k-1 k(k—1)  k(k—-1)

Tomando o limite na expressao do somatorio obtido tem-se

hm——+1—lzzk
k=2
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o0

1
Vamos mostrar com esse resultado que a série Z 72 converge , temos que para k > 1
k=1
L Dl s her>o
k(k—1) " k?
. L. . 1 1
mas temos k > 1, logo aplicando o somatoério na desigualdade m > 72 segue

1 1
221+ 5=
k=2 k=1
portanto Z 2 converge por comparagao .
k=1
Questao 3

Vamos agora demonstrar alguns resultados que nao sao necessarios para resolver a
questao, porém achamos que sejam interessantes , simples e podem enriquecer um pouco
o material.

Vamos usar o seguinte pequeno resultado em certas demonstracoes.

Propriedade 84. Sejam (z,) e (y,) sequéncias, se Az, = Ay, para todo n, entdo

Tn = Yn + ¢ para alguma constante c.

n—1
Demonstracao. Aplicamos o somatorio Z em cada lado na igualdade Az, = Ay

k=1
e usamos a soma telescopica, de onde segue

Tp —T1 =Y — Y1 = Ty =Yo+ 21—y L
——
Corolario 18. Se Az, = Ay, Vn e existe t € N tal que x; = y; entao x,, = y, para todo
n. Tal propriedade vale pois x,, = ¥, + ¢, tomando n = t segue x; = y; + ¢ que implica

c =0, logo x, =y, para todo n.
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Propriedade 85. Sejaen >0 € N entao

n—1 25T1_-1 2n—1
Z > fk)y = fk)
s=0 k=2s k=1

Demonstragao. Paran =1

25+l 1 211
Z > fk Zf =) f(k)
s=0 k=25 k=20 k=1
Temos que
—1 2stl_1 ontl_1
AZ S k)= > fk)
s=0  k=2s k=2n
e
2n—1 ontlq 2 1 ontlq 2n—1 2n—1 2ntlq
AN fk) = Fh)y = o= FY+ D f) =D flky= > f(k)
k=1 k=1 k k=2n k=1 k=1 k=2n

logo esta provada a igualdade.

Propriedade 86 (Critério de condensacao de Cauchy). Seja (z,) uma sequéncia nao-

crescente de termos positivos entao 5 T converge, se e somente se, E 2 ok converge.

Demonstracao. Usaremos a identidade

n—1 25t1-1 27 —1
Yoo ) f (k).
s=0  k=2s =1

Como zj, é nao-crescente entao vale

25+11 25t1—1
2 Tos+1 = Z Tos+1 < Z Tk
k=25 k=25
n—1
aplicando 2 Z segue
5=0
2n—1

228+ Tos+1 < Zxk

logo se Z 2°19s diverge entao Z xy diverge.

Usando agora que
2511 2511

Z T < Z Tos = 2°X9s

k=25 k=25
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n—1
aplicando Z segue que
s=0
2n—1 n—1
T S 281'25
k=1 s=0

dai se E 2°1x9s converge entao E x converge [l

Exemplo 24 (Série Harmonica). Os nimeros harmoénicos sao definidos como
1
H, = —
25
k=1

o1 . - . . .
temos que lim — = 0 satisfaz a condi¢ao necesséaria para convergéncia de séries mas vamos
n
mostrar que a série
oo
1
lim H, E -
ko
k=1
, isto é, a série diverge.
Suponha que a série harmonica seja convergente, denotando lim H,, = H Sejam N; o

subconjunto de N dos indices pares e N, o conjunto dos niimeros impares. Se H,, converge

temos que a série sobre suas subsequéncias também converge, sendo entao

n

n

(\]
k.

1 =1 11 H
ﬁ:%;ﬁ: “32% "2

k=1 1

temos Hs, = s, + t, tomando o limite lim Hy,, = H = lim(s,, +¢,) = s+t , como s = —

H . .
segue que t = > pois a soma deve ser H, desse modo a diferenca t — s = 0, mas

tn_sn—z%_l ng Z (2k) Qk_l :_+Z (2k) 2/<;—1 >0

logo

limt, —s,=t—s5>0

de onde segue t > s que é absurdo. Pode-se mostrar que limt, — s, = (n(2).
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Exemplo 25. Na série harmonica percebemos que

1 1.2 1
37474 2
11 1 1_4 1
576777878 2

1+1+1+1+1+1+1+1 8 1
9 10 11 12 13 14 15 16 16_2

podemos continuar agrupando os termos das somas dessa maneira, vendo que a soma dos

termos harmonicos nao sao limitados superiormente.
ok

2
Usando o critério de condensagao de Cauchy Z oF = Z 1 diverge.
k=1

=1 11
Corolario 19. Z ™ diverge se p < 1. Para p < 1 vale kP < k e dai z < = dai por
k=1

(o] 1 o
comparagao como Z z diverge isso implica que Z T também diverge.
k=1

k=1
Vejamos outro coroléario do critério de condensacao de Cauchy.

=1
Propriedade 87. A série E w converge se p > 1 e diverge se p < 1.
i . " o |
Demonstracgao. Pelo critério de condensacao de Cauchy a série g ™ converge, se

= 2k o1
e somente se Z SRy converge dai o1 <llogop—1>0,p>1,casop < 1 a série
k=1

diverge.
Vamos resolver as questoes 4 e 5 usando o critério de condensacao de Cauchy

Questao 4 e Questao 5

Propriedade 88. A série

= 1
; k(lnk

diverge se r < 1 e converge se r > 1.

Demonstracao.
Usamos o critério de condensa(;éo de Cauchy

Z2”C ln (2F)) Zk’“ ln

que diverge se r < 1 e converge se r > 1 .
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In(n)

Exemplo 26. Provar que a série Z converge. Pelo critério de condensacao de

n2

2™ In(2™) nlin(2)
2 g =2

tal série converge, logo a primeira também converge.

Cauchy temos que

Questao 6

In(n)

Exemplo 27. Provar que a série g converge. Pelo critério de condensacao de

n2
Cauchy temos que

2"In(2") nlin(2)
2 g =X

tal série converge, logo a primeira também converge.

Questao 7

Propriedade 89. Seja (a,) uma sequéncia decrescente de nimeros reais positivos. Se

E aj converge entao limna, = 0.

Demonstracao. Usaremos o critério de Cauchy . Existe ng € N tal que paran+1 >

no vale

2n 2n
2nasg,
5 = Nag, < § a2y < 5 ap < &
k=n+1 k=n+1

logo lim 2nas, = 0. Agora mostramos que a subsequéncia dos impares também tende a
zero. Vale ag,1 < ag, dai 0 < (2n + 1)agyy1 < 2nag, + ag, por teorema do sanduiche
segue o resultado. Como as subsequéncias pares e impares de (na,) tendem a zero, entao

a sequéncia tende a zero.
1.5.2 Séries absolutamente convergentes

Questao 1

Propriedade 90. Sejam a,, > 0 e Zan convergente, entao Zana:" ¢ absolutamente

convergente Vz € [—1, 1].
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Demonstracao. Com z € [—1,1] vale |z| <1 dai

Z la,x™| = Zanm” < Zan

logo 5 a,x" é absolutamente convergente.

Questao 2

2 1 2 1 2 1 2 1
kH:———+———+———+——6+~-m%

Exemplo 28. SejaasérieZak(_l) 3 3 4 4 5 5 6

k=1
1
Qo = ———= € Qop_1 = entao lima, = 0 e tem termos alternados, porém diverge.
2k k2 2k—1 21 k k p g
Por que ela nao contradiz o teorema de Leibniz? Tal sequéncia nao satisfaz a propriedade

2 - 1
24+ k+1" 24k

de ser nao-crescente, pois aggi1 > Ao,

Tal série realmente diverge pois

2n n 1
;ak(_l)kﬂzkz;a% 1—2 Qk_ZQ—I——kJ_M——k k:1k—+2

que diverge pela divergéncia da série harmonica (perceba acima que separamos os termos

pares dos fmpares na soma,).

Questao 3

Exemplo 29. Uma série Z a, pode ser convergente e quando seus termos sao multi-
plicados por uma sequéncia limitada (z,) a série Z an Xy, pode divergir, como é o caso
da série Z (=
gerando a série Z - que é divergente. (z,) pode ser convergente e ainda assim Z Qp Ty

(="
¢—

com termos multiplicados pela sequéncia limitada de termo (—1)",

divergir como é o caso de g que converge pelo critério de Leibniz e tomando

Tp = \/_ Z \/_ \/_ Z diverge.

Propriedade 91. Se (z,,) é limitada e Z a, ¢ absolutamente convergente entao Z AnLr,

é convergente.

Demonstracao. Existe m € R tal que |z,| < m Vn € N dai |z,a,| < m|a,| dai segue

por comparagao que E |zpa,| é convergente logo E Tp-Qp CONVETge.
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Questao 4

Propriedade 92. Seja (z,) uma sequéncia nao-crescente com limz, = 0 entdao a série
obtida somando p termos com sinais positivos da sequéncia (x,,) alternando com p termos

negativos alternadamente é convergente.

Demonstracgao. A série pode ser escrita como

p 00
(_1)t+1 Z Lh+(t—1)p = Z(—1>t+1yt
k=1

t=1

o0
t=1
=Yt

Vamos mostrar que essa série satisfaz os critério de Leibniz. Como limz, = 0 entao o

limite de qualquer subsequéncia de (z,) também tende a zero, logo lim zyi(—1), = 0
t—o0
p
, para todo k fixo, tem-se limy, = lim E Tit@—1)p = 0. Agora vamos mostrar que a
k=1
sequéncia (y;) é nao-crescente, como (z,) é nao-crescente temos que Tpyyp < Thy—1)p

p
para todo k, aplicando Z tem-se
k=1

p p
Yty1 = E Tpytp < E Tht(t—1)p = Yt
k=1 k=1

oo p
dai y; é nao-crescente, logo vale o critério de Leibniz, implicando que z:(—l)thl Z Tht(t—1)p
k=1

t=1
¢é convergente.

Exemplo 30. A série obtida somando p termos com sinais positivos da sequéncia (z,) =
1 ) , -

(—) alternando com p termos negativos alternadamente é convergente, pois limz, = 0 e
n

z,, é decrescente.

Questao 5

Propriedade 93. Se Zak ¢ absolutamente convergente e limb, = 0 entao ¢, =

i akbn,k — 0.
k=1
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[e.9]

Demonstracao. Existe B > 0 tal que |b,| < B, Vn € N. Vale Z lax| = A. Dado

k=1
n

. o €
e > 0 existe ng € N tal que n > ng implica |b,| < 54 © Por E |ax| ser de cauchy vale
k=1

n
| Z ag| < % entao para n > 2ng (n —ny > ng) segue que
k=no+1

n

n n no
> bkl <Y lawllbail =Y lawllbasl + D laxllba-s] <
k=1 k=1 k=1

k=ng+1

DO ™

0 € eB ¢
Szyakb + Z ‘ak|3§ﬂ+—3§§+
k=1

k=ng+1

isso implica que lim ¢, = 0.

Questao 6

Propriedade 94. Seja (x)) uma sequéncia de nimeros nao negativos com a série E Tk
convergente entao E :ci ¢ convergente.

Demonstracao.[1] Como Z xj converge, entao limz;, = 0 e para k suficientemente

grande, temos 0 < x < 1 dai multiplicando por x; segue que

como g T converge entao g x? converge por critério de comparacio .
Demonstragao.[2] Como temos z;, > 0 segue também z; > 0, sendo entdo s(n) =
g ;, temos As(n) = a2 ,; > 0, logo s(n)é nio decrescente, se mostrarmos que a série é

k=b
limitada superiormente teremos uma sequéncia que € limitada e monoétona logo conver-

gente. Temos que s(n) é limitada superiormente da seguinte maneira

Zxk Zxk chk

logo a série é convergente.

Corolario 20. Se g aj € absolutamente convergente entao E a: converge, Usamos o

resultado anterior com zy, = |ay|, entdo a convergéncia de E |ax| implica a convergéncia

de Z lar|? = Zai.
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Questao 7

Propriedade 95. Se Z 72 e Z y> convergem entao Z ZTn-Yn converge absolutamente.

Demonstracao. Usando a desigualdade de Cauchy
O lzellysl)® < QO lwnl®) = Q2 Qi)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

logo por critério de comparacao segue que Z .Y, converge absolutamente.

Questao 8
Propriedade 96. Seja Z a, uma série qualquer, denotamos

S = {Z ag, tal que A é qualquer conjunto finito de indices de (ay)}.
keA

Z aj € absolutamente convergente < S é limitado.

Demonstracgao. = Se Z aj é absolutamente convergente entao a soma dos termos
positivos é no maximo p = Zpk e a soma dos termos negativos é no maximo —q =
— qu, logo S é um conjunto limitado, pois qualquer outra combinacao de soma de
termos positivos e negativos do conjunto deve estar entre esses dois valores. <. Se S
é limitado entao an e an sao limitados e por isso convergentes pois determinam

sequéncias nao-decrescentes limitadas superiormente, dai segue que E la,| = g DPn +

E ¢n € convergente.

1.5.3 Teste de convergéncia
Questoes 1 e 2

Propriedade 97. Se |an|% > 1 para uma infinidade de indices n entdo lima, # 0 e a
série Z a, diverge.

Demonstragao. Se lima, = 0 entao existe ng € N tal que para n > ngy tem-se

1 o o o o
la,| < 5 e |a,|» > 1 para uma infinidade de indices n, entao existe um indice n; > ng

1
tal que |an, | > 1 logo |an,| > 1 o que entra em contradi¢cdo com a suposi¢ao de que
lima,, = 0 entao tal propriedade nao vale, de onde segue que a série Z a, diverge, pois

se ela fosse convergente entao teriamos lima,, = 0.
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Propriedade 98. Se a, # 0Vn € N e existe ng € N tal que para n > ngy tem-se
|an+1| ~ .

——— > 1 entao a, diverge.

] >
| k11
|a|

> 1 dai aplicando H de ambos lados,

k=ng

Demonstracao. Para k > ng vale
segue por produto telescdpico que

M > 1= |ans1| 2 |an,| >0

no

logo nao vale que lim a,, = 0, portanto a série Z a, diverge.

Exemplo 31. A série Z ar =a+b+a®+0*+a®+0+a*+ b+ - definida como
k=1
g = b e ag_1 =d" onde 0 <a<b<1 converge. O teste de d’Alembert é inconclusivo
b b
pois Vk P _ (=)¥ > 1 pois de a < b segue 1 < —. O teste de Cauchy funciona
A2k —1 a a

pois para indices pares Vb = Vb < 1 e para indices fmpares " Va" < 1, logo vale

para todo n, {/|a,| < 1 e o teste de Cauchy implica que Zan converge. No caso do

Q2 b ) .
= (—)" =1, porém a série séria
A2k—1 a

teste de d’Alembert, caso fosse a = b seguiria que

convergente pois
n

2n n n n
_ _ k bk’
ap = gk + Agk—1 = a” +
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

sendo que a sequéncia das reduzidas é convergente logo a série é convergente, em especial

1
esse argumento vale para a = b = 3

Questao 3

In(n+1)

———— 2" ¢é limitada.
(n+1) )

Propriedade 99. A sequéncia de termo (

Demonstracao.

1
)" < ndaf (n+1)" <n™! tomando o logaritmo nIn(n + 1) <

n
1 1 1 1 1 1
n(n+1) < nt elevando a n segue que (M)” < (n+ )",
In(n) n (n+1) n
sendo menor que uma sequencia limitada segue que ela é limitada.

Para n > 3 vale (n

(n + 1)In(n) logo

In(n)

n

Exemplo 32. Mostrar que Z( )" é convergente.
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Pelo critério de D’Alembert, temos

)nH(h(l?T)l) . In(n + 1)(

n+1

In(n +1)
(n+1)

In(n+1),,, n
(n+1) ) (n+1

(

)’I’L

o primeiro limite tende a zero, a segunda expressao é limitada e o terceiro limite converge,

entao tal expressao tende a zero.

ol 1 1
Pelo critério de Cauchy, 4/ ( n(n) = n(n) — 0 logo a série converge.
n n

Questao 4

x
Propriedade 100. Seja (x,) uma sequéncia de termos nao nulos, se lim —— =
lim {/|z,| = L.

Demonstracgao. Seja L > 0, entao existe ny € N tal que para k > ng vale

|Ik+1|
||

O<L—e<t; < <ty < L+e¢

n
aplicando H em ambos lados e usando produto telescopico tem-se
k=ngp+1

[Tng 2| (81)" " < |@npa| < [@mos|(B2)" "

tomando a raiz n-ésima

n, n,

no no
T |7 (07 < [Tnga| ™ < |Tngra] 7 (t2) "

para n grande tem-se

L—5<|$n+1|%<L+5

; . 1
daf segue que lim |z, 1|» = L.

Se L = 0, temos argumento similar, existe ng € N tal que para k > ng vale

| Tk 1]

0<
||

<ty <e<l

n
aplicando H em ambos lados e usando produto telescopico tem-se
k=no+1

0< |$n+1| < |xn0+1|<t2)n—no
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tomando a raiz n-ésima
1 1 177170
0 < |zny1]™ < |Tngsa]™ (t2)
para n grande tem-se
0< |xn+1|% <e

) . 1
daf segue que lim |z,41|» = 0.

60

Propriedade 101 (Limite da média geométrica). Seja (x,,) tal que x, > 0, se limz,, = a

n
entao lim(H xk)% = a.
k=1

~ Tn+1
Usando a notagao Qx,, = )

Demonstragao.[1] Usamos ‘0 resultado de que se lim Qy, = a entao lim /y, = a.

Tomando y,, = ka segue que Qy, = T, logo lim Qy, = limz,,; = a implica que

k=1
lim /y, =a = limH Y = a..
k=1

Demonstracao.[2] Seja a > 0 . limx, = a entdo limIn(z,) =

lim Z w =In(a), lim ln((H xy)
k=1 k=1

S|=

pela continuidade e propriedade bijetiva de In segue
lim(H xk)% =a.
k=1
Se a = 0 usamos desigualdade das médias e teorema do sanduiche

0< (JTawm) <>
k=1 k=1

dai
entao

em todos esses casos.

In(a) que implica

) = In(a)
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n
1

Corolario 21. Sabendo que limzx, = a, z, > 0 podemos provar que limHalj =a
k=1
usando a desigualdade das médias e teorema do sanduiche

: n ) k . 1 ,
usando que lim — =a e lim — = a segue que lim | | a;j por sanduiche .
n
> ay k=1 k=1
k=1

Questao 5

Exemplo 33. Estudamos os valores x reais com os quais as séries a seguir convergem.

1. anx" Y/nklz|m = VnF|z| — |z| entdo a série converge com |z| < 1, ela nao

converge se £ = 1 ou x = —1 pois nesses casos o limite do termo somado nao tende
a zero.
2. E n"z". {/n|z[" = n|z| — co se x # 0 ela s6 converge para . = 0.
of 2"
3. E —. o — — 0, logo ela converge independente do valor de z.
n

4. Zn!:p”. Vnllz|r = W|$| — 0, logo ela s6 converge com z = 0.

x
5. Z —- \ |—|2 — |x|, entdo é garantida a convergéncia com |z| < 1, com =z =1
n n

ela converge e com x = —1 também, pois é absolutamente convergente.

1.5.4 Comutatividade
Questao 1

Propriedade 102. Se uma série é condicionalmente convergente entao existem alteracoes

na ordem da soma dos seus termos de modo a tornar a série +00 ou —oo.

Demonstragao. Como vale an = oo podemos somar uma quantidade suficiente

de termos negativos da série tal que a soma resulte em —s; e ¢, seja arbitrariamente
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pequeno, dai como E P, = 00 somamos um numero suficiente de termos positivos para

que o resultado seja s; +_A > 0, como ¢, é pequeno somamos um numero suficiente tal

>0 >0
que o resultado seja s3 tal que A < s3 < s + A, novamente somamos uma quantidade de

termos positivos tal que o resultado seja sy, = s+ 2A, somamos agora os termos negativos
tal que o resultado seja s5 com 2A < s5 < so + 2A, continuamos o processo, sendo que
para n suficientemente grande vale s, > p.A, onde p é natural e A > 0, logo a soma
diverge para infinito. Para que a série seja divergente para —oo tomamos procedimento
semelhante, porém comecando a somar termos positivos até que p, seja pequeno e depois

comecgalrnos a somar os termos negativos.

Questao 2

nao feita ainda) Demonstrar que (hipotese
50 foi nda) D hind
n In n 4dn—4
—1 1 1 1 1 1
— < s5(2n) = — — <0< 891 = — — < —
o <o) ;%—1 ;Qk St ;Qk—1 ;Qk n
(=1)*
o

dai lims,, = 0, s, é uma reordenacao da série E

Questao 3 a)

Defini¢ao 8 (Sequéncia somével). Uma sequéncia (a,) é somével com soma s quando

e Ve > 0, existe Jy C N tal que VJ C N finito com Jy C J tem-se |Z ar — s| < e.
keJ

Propriedade 103. Se (a,) ¢ somavel entao para toda bijegao f: N — N, (b,) dada por

b, = ay(n) € somavel com a mesma soma.

Demonstracao. Como (a,) é somavel entao dado € > 0 existe j; C N finito tal que

|Zak—s|<5.

kej

VA jC N com J; C j tem-se

Tomamos jo C N tal que f(jo) = j1, dai f(jo) = j1 C j. Se jo C j entao f(jo) =71 C
f(j) que implica

| Z ak—s|:|2af(k)—s|:|2bk—s|<8
)

kef(y kej kej
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Questao 3 b) e c)

Propriedade 104. (a,) ¢ somavel com soma s < a série E a, ¢ absolutamente conver-

gente e vale Z Gy = S.

Demonstracao. Adotaremos a notagao s; = g ay, lembrando que j é um conjunto

kej
finito.

= Vamos mostrar que o conjunto das somas finitas ¢é limitado e dai a série ird convergir
absolutamente , por resultado ja demonstrado.
Dado € = 1 existe jo € N finito tal que Vj com jy C j = |s — s;| < 1. Denotaremos

a= Z lag|. Seja A C N um conjunto finito arbitrario, por identidade de conjuntos vale
k€jo
AUjo = (jo \ A) U A sendo que essa uniao ¢ disjunta, dai tomando a soma sobre esses

conjuntos finitos segue

Z ap = Z ak+2ak:>2ak: Z ag — Z Qg

k€ AUjo k€jo\A k€A k€A ke AUjo k€jo\A
SA = SAujo — Sjo\A

pois em geral se A e B sdo conjuntos disjuntos vale que’ Z ay = Z ay + Z ay. Disso

ke AUB keA 'k:e‘B )
segue que |s — sa| = |5 — sauj, + Sjo\a| < |5 — Sauje| + [5j0\a] < 1+ a pois jo C AU jo

logo |s — sauj,| < 1 pela condicao de ser somavel . concluimos entao que o conjunto das
somas finitas de E ay ¢ limitado, entao tal série converge absolutamente.

<. Supondo agora que a série E a, seja absolutamente convergente com g ay, =

an_zqn = u —v = s. Tomando U; = Zpk” v = qu temos 8; = u; — vj.
” M keJ keJ
u v

Pela convergéncia absoluta de Z a,, dado € > 0 arbitrario existe ng € N tal que, sendo

Jo = Ing = {1,--- 00}, Jo C Jj = Ju—uj| < %, v — ;] < g pela defini¢ao de limite
aplicada as somas, dai jo C j =
e €
s = sjl = luj —vy —(w—v)| S Ju—yl+ -yl <5 +5 =e

dai a sequéncia é somavel.

1sso pode ser tomado como parte da definicdo de soma sobre conjuntos finitos
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1.6 Capitulo 5-Algumas nocoes topoldgicas

1.6.1 Conjuntos abertos
Questao 1

Propriedade 105. Se (x —¢,x +¢) C A entdo (x — e,z + ¢) C intA.

Demonstracao. Queremos mostrar que um ponto y € (x — &, + €) arbitrario é
ponto interior de A , dai seguindo que todo intervalo (x — e, x +¢) é subconjunto de intA.
Como y € (x —e,x +¢) entdo vale z — e < y e y < x + &, podemos tomar um nimero
real 0 >0talquer —e<y—dey+d<xz+e daicada (y—0,y+0) C (r—e,z+¢),
y é ponto interior de (z — e,z +¢) C A, logo y é ponto interior de A o que implica que

(x —e,x+¢) CintA.

Propriedade 106 (Idempoténcia de int). Vale int (int(A)) = int(A).

Demonstracao. Temos que int (intA) C int(A), vamos mostrar agora que int(A) C
int(int(A)).
Dado x € int(A) existe ¢ > 0 tal que (v —¢,z+¢) C Alogo (x —e,x+¢) CintA=B

, entdo x € int(B) = int( int(A)), o que mostra a proposicao.

Questao 2
Propriedade 107. Seja A C R. Se VY(z,,) com limz, = a € A,
ngeN|n>nyg=>z,€A

entao A é aberto.

Demonstragao. Vamos usar a contrapositiva que no caso diz: Se A nao é aberto
entdo existe (z,) com limz, = a € A e z, ¢ A. Lembrando que a contrapositiva de
p = qé -« q=-p, (onde « é o simbolo para negacao da proposigao) sendo proposi¢oes
equivalentes, as vezes é muito mais simples provar a contrapositiva do que a proposigao
diretamente.

Se A nao é aberto, existe a € A tal que a nao é ponto interior de A, assim Ve > 0
, (a—e,a+e)N(R\ A) # 0, entdo podemos tomar uma sequéncia (z,) em R\ A que

converge para a € A.
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Questao 3

Propriedade 108.
int(AN B) =int(A) Nint(B).

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que int(A N B) C int(A) Nint(B). Se
x € int(A N B) entao existe € > 0 tal que (z —e,x2+¢) C(ANB)dal (x —e,x+¢) C A
e (x—e,x+¢e) C B,oqueimplica que (r —e,z+¢) CintAe (x —e,x+¢) CintB
provando a primeira parte.

Vamos mostrar agora que intANintB C int(AN B). Dado x € intANintB, sabemos
que tal conjunto é aberto por ser intersecgao de abertos, logo existe ¢ > 0 tal que (x—e, z+
g) CintANintB dal (r—e,x+¢) CintAe (r—e,x+e) CintB, logo (r—e,x+¢) € A, B

provando o resultado.

Exemplo 34. Podemos ter dois conjunto X e Y tais que
int(XUY) #int(X)Uint(Y)?

Sim, basta tomar X = [a,b] ¢ Y = [b, ] temos que intX = (a,b), intY = (b,c) e que
X UY = [a, ] segue que int(X UY) = (a, c) que é diferente de (a,b) U (b, ¢). Em especial
tomando A = (0, 1] e B = [1, 2) vale que int(AUB) = (0,2) # intAUintB = (0,1)U(1,2).

Propriedade 109. Vale
intAUintB C int(AU B).

Demonstracao. Seja z € intA entdo existe ¢ > 0 tal que (x — e,z +¢) € A
logo (x —e,x24+¢) € AUB e (x —e,x+¢) € int(AU B) o mesmo para B, logo vale
intAUintB C int(AU B).

Questao 4

Usamos a notagao A para fronteira do conjunto A.

Propriedade 110. Dado A C R vale que
R =int(A) Uint(R\ A) U0OA

onde a uniao é disjunta.
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Demonstracao.

Dado x € R e A C R vale uma e apenas uma das propriedades a seguir:

e Existe ¢ > 0 tal que (r — e,z +¢) C A, dai x € int(A). Caso contrario Ve > 0

(x —e,x+¢) € A e fica valendo uma das propriedades a seguir:
e Existe ¢ > 0 tal que (x —e,z+¢) C (R\ A) dai x € int(R\ A) ou vale que

e Ve> 0, (x—c,x+e)NA#DeVe >0, (x—e,24+e)N(R\A) # 0, nessas condigoes
r € 0A.

Com isso concluimos que R C int(A)Uint(R\ A)UOA e como int(A)Uint(R\ A)UOA C
R segue que R = int(A)Uint(R\ A) UJA.

Propriedade 111. A é aberto & ANJA = 0.

Demonstracao. =. Se A é aberto, entao intA = A com intA e 0A disjuntos.
<. Supondo que ANIJA = (), entdo, dado a € A vale a € int(A) Uint(R\ A) U A,
nao pode valer a € da ou a € int(R\ A), dai for¢osamente tem-se a € int(A) implicando

A C int(A) logo A =intA e A é aberto.
Questao 5

Propriedade 112. Dado A = [a, ] tem-se 0A = {a, b}.

Demonstracao. Os pontos de (a,b) nao podem ser pontos de fronteira de A pois
sdo pontos interiores do conjunto, da mesma maneira os pontos de (b, 00) e (—o0, a) nao

podem ser pontos de fronteira pois sao pontos de R\ A, dai segue que 0A = {a, b}
Exemplo 35. Dado A = [0, 1] tem-se 0A = {0, 1}.

Exemplo 36. Achar a fronteira do conjunto A = (0,1) U (1,2). Tal conjunto ¢é aberto,
entdo nenhum ponto desse conjunto pode pertencer a sua fronteira. Temos R\ A =
(—o0,0] U {1} U2, 00), cujo interior é int(R\ A) = (—o0,0) U (2, 00), logo a fronteira é o
que resta 0A = {0,1,2}.

Exemplo 37. 9Q = R pois int@ = 0, int(R\ Q) = ), dai 0Q = R.
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Propriedade 113. Se R\ A é aberto e intA = () entao 0A = A.
Demonstracao. Vale que int(R\ A) = (R\ A) e intA = () logo

9A = R\ (int(A) Uint(R\ A)) = R\ (R\ A)) = A.

Exemplo 38. R\ Z é aberto, por ser reuniao de abertos a além disso Z tem interior

vazio, dai 07 = Z.

Questao 6

Propriedade 114. Sejam ([;) uma sequéncia de intervalos limitados dois a dois distintos

tais que I, D Iy 1 VkE € N e ainterseccao [ = ﬂ I, nao é vazia.

k=1
Nessas condigoes I é um intervalo que nao é um intervalo aberto.

Demonstracao. Sejam ay, e b, extremidades de I;, entao vale ay <b,, Vk,p € N. As
sequéncias (ag) e (by) sao limitadas, (ax) é ndo-decrescente e (by) nao-crescente, logo elas

sao convergentes sendo lima,, = a, limb,, = b.

e Dado = € I nao pode valer z < a, pois existe z, tal que z < z, < a e (x,) é
nao-decrescente, da mesma maneira nao pode valer b < z, pois dai existe y, tal que

b <y, < x ey, énao-crescente. Com isso concluimos que I C [a,b].
e Sea=0b, entdo I C [a,a] = {a} de onde segue I = {a}.

e Sea<bentioVzcoma<z<b=a,<a<z<b<b,, logo (a,b) CI C [a,b].

Dai concluimos que I é um intervalo com extremos a e b.

e Como os I, sdo dois-a-dois distintos entao (a,,) ou (b,,) tem uma infinidade de termos
distintos. Digamos que seja (a,,), entdo Vn € N existe p € N tal que a,, < ay1p < @
logo a € (ay,,b,) C I, como a € I entao I nao pode ser um intervalo aberto, sendo

do tipo [a, b) ou [a, b].
1.6.2 Conjuntos fechados

Questao 1

Propriedade 115. Sejam [ um intervalo nao degenerado e k£ > 1 natural. O conjunto

A:{g€I|m,n€Z}édensoem[.
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~ : 1 P
Demonstracao. Dado ¢ > 0 existe n € N tal que k" > —, dai os intervalos
€

[m m -+ 1] ; . ; m+1 m 1
-, €11 comprimento
e g p ko ko

Existe um menor inteiro m + 1 tal que z 4+ ¢ <

m-+1 ., m .
o daf = € (x — e,z + ¢) pois

m . . . .. . m -
se fosse x + ¢ < —— iria contrariar a minimalidade de m + 1 e se fosse T < x — € entao
m m+1
[ﬁ’ kn ]
com a suposicao feita anteriormente.

teria comprimento maior do que de (x — e,z + €), que é €, uma contradi¢ao

Questao 2

Propriedade 116. Vale A = AU 0A.
Demonstracao. Iremos mostrar inicialmente que A C A U JA.
o AC AUOJA.

Sea € Aentioa € AUJA. Casoa ¢ Aea € A entdo existe uma sequéncia (z,,) em A
tal que limx,, = a, Ve > 0 existe ng € N tal que para n > ngy tem-se x,, € (a —€,a + €),
logo nessas condigoes (¢ —e,a+e)NA#De(a—ea+e)N(R\A) #0, poisa ¢ A
ea€ (a—e,a+¢), entdo temos pelo menos esse elemento no conjunto, implicando pela

definicao que a € 0A.

° AU@ACZ.

Agora AU QA C A, basta mostrar que OA C A, pois ja sabemos que A C A. Dado
a € QA entao para todo e >0 (a —e,a+¢) N A # (), logo podemos tomar uma sequéncia

de pontos em A que converge para a, daf a € A.

Propriedade 117. A é fechado se , e somente se, 0A C A.

Demonstracao. Se A é fechado entdo A = A, usando a identidade 4 = A U 0A,
segue que AU JA = A logo deve valer 0A C A.
Suponha agora que 0A C A entao

AUDA=A=A

logo A é fechado.
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Questao 3

Propriedade 118. a ¢ A & a € int(R\ A).

Demonstragio. =.Se a ¢ A existe ¢ > 0 tal que (a — ¢,a +¢) N A = 0, daf todo
z € (a —¢€,a + €) nao pertence a A logo pertence a R\ A, entao a € int(R\ A).

< .Sea € int(R\ A) entao existe £ > 0 tal que (a —e,a+¢) C (R\ A), logo existe
e>0tal que (a —e,a+¢)N A= portanto a ¢ A.
Coroléario 22. (R\ A) = int(R\ A). Pois a ¢ A< a € int(R\ A) .

Conclufmos entdo que R\ A é um conjunto aberto.

Propriedade 119. Vale que
A=0AUint(A).
Demonstragao. Temos que R = intAUJAUint(R\ A) e R\ A =int(R\ A), daf
segue
A=0AUint(A).
Propriedade 120. Vale que R\ int(A) = R\ A.

Demonstracao. Temos que R = int(A) Uint(R\ A) U0A dai

R\ int(A) = int(R\ A)UJA = int(R\ A)UA(R\ A) = (R\ A).

Questao 4

Propriedade 121. Se A é aberto e A = B U C é uma cisao de A, entdao C' e B sao
abertos.

Demonstracao. Vale BNC =0 e CNB =0.Sjax € Aex € B, por A ser
aberto, sabemos que existe ¢ > 0 tal que (x — e,z + ¢) C A. Se tivéssemos Vr > 0
(x—7r,2+7)NC # () entdo terfamos uma sequéncia em C' convergindo para x e dai z € C
o que contraria C' N B = (), entdo deve existir um ¢, > 0 tal que (z — 1,2 +¢,) NC = 0,

daf temos (z — 9,2 + &3) C B, logo B é aberto. De maneira semelhante para A.

Propriedade 122. Seja A = B U C cisao com A fechado, entao B e C sao fechados.

Demonstracao.
Seja x € B entdo x € A, pois A é fechado. Por BN C = ) segue que ¢ C, dai

forcosamente tem-se z € B. De maneira anédloga para C'.
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Questao 5
Propriedade 123. Se 9A =0 entao A= Rou A= 10

Demonstracao. Sabendo a identidade R = intA U 0A Uint(R \ A) unido disjunta,
sendo 0A vazio segue R = intA U int(R \ A) e sabendo que R ¢ conexo isso implica que

A = R ou vazio.

Questao 6

Propriedade 124. Vale que

AUB=AUB.

Demonstracao. Vamos mostrar inicialmente que AUB C AU B.

DeACAUBeBC AUBsegueque ACAUBe BC AUB dai AUB C AUB.

Agora mostramos que AUB Cc AUB. Seja x € AU B, entao existe uma sequéncia
(r,) € AUB tal que lim z,, = z, tal sequéncia possui um numero infinito de elementos em
A ou B, logo podemos tomar uma sequéncia (y,) em A ou B tal que limy, = € AUB.

Que prova o que desejamos.

Propriedade 125. Vale que AN B C AN B.

Demonstracao. Tem-se que ANBC Ae ANBC B ,logo ANBCAeANBCB
de onde segue AN B C AN B.

Exemplo 39. Podemos ter conjuntos X e Y tais que

XNY #AXNY?

Sim, basta tomar X = (a,b) e Y = (b, c), temos que X = [a,b] , Y = [b,d] , X NY = {b}

e XNY =0deonde XNY =0, logo sao diferentes.

Questao 7

Propriedade 126. Dada uma sequéncia (z,,) o fecho de X = {z,, n€ N} ¢ X = XUA

onde A é o conjunto dos valores de aderéncia de ().
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Demonstracao. Inicialmente podemos perceber que X UA C X pois X C X e
A C X, esse tltimo pois é formado pelo limite de subsequéncias de X, que definem de
modo natural sequéncias.

Agora iremos mostrar que X C X UA. Sex € X entdior € AUX. Sex € X\ X
entdo vamos mostrar que x € A, isto é, existe uma subsequéncia de termos de (z,) que
converge para z. z € X \ X implica que todo intervalo (x — ¢,z + ¢) possui elementos de
X distintos de z, isto é, possui termos x, da sequéncia.

Definimos indutivamente ny = min{n € N | |z, — a|] < 1} supondo definidos de n; até

ny definimos ng; = min{n € N | |z, —a| < k——l—l}’ daf (z,,) é subsequéncia de (x,) e

converge para a, logo a € A.

1.6.3 Pontos de acumulacao
Questao 1

Propriedade 127. Dado A C Rentdao A C AU A’
Demonstracao. Se a € A entdo

a€A=a€c AUA
a ¢ A, daf existe (z,,) em A\ {a} tal que limz,, = a, logo a € A’.

Corolario 23. Temos que AU A’ C A logo
A=AUA.

Propriedade 128. A é fechado se, e somente se, A’ C A.

Demonstracao. =. Se A é fechado vale A = A dai A = AU A’, que implica A’ C A.
<. Da mesma maneira se A’ C A entdio A= AU A" = A logo A é fechado.

Questao 2

Propriedade 129. Toda colecao de intervalos nao degenerados dois a dois disjuntos é

enumeravel.

Demonstracao. Seja A o conjunto dos intervalos nao degenerados dois a dois dis-

juntos. Para cada intervalo I € A escolhemos um nimero racional ¢ e com isso definimos
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a fungao f : A — @, definida como f(I) = ¢, tal fungdo é injetiva pois os elementos
I # J de A sao disjuntos , logo nao ha possibilidade de escolha de um mesmo racional ¢
em pontos diferentes do dominio, logo a fungao nesses pontos assume valores distintos .
Além disso Podemos tomar um racional em cada um desses conjuntos pois os intervalos
sao nao degenerados e (Q é denso. Como f : A — @ é injetiva e () é enumeravel entao A

é enumeravel.

Questao 3

Definigao 9 (Conjunto discreto). Um conjunto A é dito discreto quando todos os seus

pontos sao isolados.

Propriedade 130. Se A é discreto entao para cada z,y € A existem intervalos abertos
I, I, de centro x,y respectivamente tais que se x # y entao I, N I, # (), isto é, podemos
tomar intervalos de centro x e y respectivamente, tais que eles sejam disjuntos em R (

nao possuam elementos em comum de R).

Demonstracgao.
Para cada = € A existe e, > 0 tal que (z —&,,x + £,) N {z}. Definimos para cada =,
€ €z

I, = (x— Ex,x + 5).Tomando xr #y € A podemos supor ¢, < ¢,. Se z € I, N [, entao

zelxezely,logo\z—ﬂg%x, |z—y[§%yda1’

|$_y|§|Z—y|+|z—x|§%+€—;§%’+%:5y

daf irfamos concluir que x € I,,, o que é absurdo pois I, contém um tunico ponto de A,

que é y, logo podemos tomar intervalos disjuntos como queriamos demonstrar.

Questao 4
Propriedade 131. Se A é discreto entao A é enumeravel.

Demonstracao. Pelo resultado anterior vimos que podemos para cada z,y € A
escolher intervalos centrados em z, y denotados por I, I, respectivamente tais que I,N/, =

0, entao A C U I, sendo que U I, é enumeravel por ser reuniao de intervalos nao

z€A z€A
degenerados dois a dois disjuntos, portanto seu subconjunto A também é enumeravel.
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Propriedade 132. Se A é nao enumerdvel entao A" # ) , isto é, se A é nao enumerdvel

entao A possui ponto de acumulacao.

Demonstragao. Usamos a contrapositiva que é: se A" = (dai A nao possui pontos
de acumulacdo, logo todos seus pontos sao isolados) entdo A é enumerdvel, porém essa

proposicao ja foi demonstrada.

Questao 5
Propriedade 133. A’ é fechado.

Demonstracao.[1] Vamos mostrar que R\ A’ é aberto, entao A" é fechado.

Seja a € R\ A’ entdao a ¢ A’ portanto existe € > 0 tal que (a —e,a+e)NA\{a} =10
logo (a —e,a+¢) N A" =0 que implica (a —e,a =¢) C R\ A, logo R\ A" é aberto.

Demonstragao.[2] Vale em geral que B C B, o mesmo vale tomando B = A', falta
mostrar entdao que A’ C A’

Tomamos a € A’, logo existe uma sequéncia (z,) em A’ tal que limx, = a, por
definigao temos que Ve > 0,3ny € N tal que n > ny tem-se z,, € (a —¢,a + ¢) \ {a},
como cada x,, € ponto de acumulacao de A, entao existem termos y,, € A arbitrariamente
préximos de x,, logo existem termos y, em (a —e,a + ¢) \ {a} com e arbitrario, sendo

assim podemos construir uma sequéncia (y,) que converge para a, portanto a € A’

Questao 6

Propriedade 134. Seja a € A’ entao existem (z,) ou (y,) em A, crescentes ou decres-

centes respectivamente tais que limx,, = limy, = a.

Demonstragao.
1
Sejam A, = (a — —,a) e B, = (a,a+ —), como a € A’ entdao um desses conjunto
n n
possui infinitos elementos de A, se A, é infinito podemos definir (z,,) em crescente com

lim z,, = a caso contrario definimos (y,) decrescente, ambos com limite a
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1.6.4 Conjuntos compactos
Questao 1

Propriedade 135. O conjunto A dos valores de aderéncia de uma sequéncia (z,) é

fechado.

Demonstracao. Temos que mostrar que A = A.J4 sabemos que vale A C A, falta
mostrar que A C A . Se a € A entdo a € A, vamos usar a contrapositiva que é se a ¢ A
entdo a ¢ A.

Se a ¢ A entao existe ¢ > 0 tal que (a — €, a + £ nao possui elementos de (z,,) dai nao

pode valer a € A.

Propriedade 136. Se uma sequéncia (z,,) for limitada entdo seu conjunto de pontos de

aderéncia é compacto.

Demonstracao. Jé vimos que A é fechado, agora se (x,) for limitada entdao A é
limitado, sendo limitado e fechado é compacto.
Nessas condigoes A possui elemento minimo e elemento méaximo. o Minimo de A é

denotado como liminf z, e o elemento maximo de A é denotado como limsup z,,.

Questao 2
Propriedade 137. Se A; e A, sao compactos entao A; U Ay é compacto.

Demonstracgao.[1] Seja uma cobertura U By = B para A; U Ay, como A; C U By,
keL keL

e A; compacto, podemos extrair uma subcobertura finita da cobertura B, A; C U By,

k=1
m

da mesma maneira podemos extrair uma subcobertura finita para Ay, Ay C U By, dai

k=n+1
m n m
U B, = U B, U U By é uma subcobertura finita para a uniao.
k=1 k=1 k=n+1

Propriedade 138. Reuniao finita de compactos é um conjunto compacto.

Demonstracao.[2] Seja A = U A}, a reuniao, como cada Ay, é fechado tem-se que A

k=1
¢é fechado por ser reuniao finita de fechados. Além disso o fato de cada Aj ser limitado
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implica que A também é limitado, pois, cada Ay pertence a um intervalo do tipo [ag, by,
tomando a < a; Yk e b > by Vk tem-se que Ay C [ax,bx] C [a,b] dai A = U Ay, C [a, ]

k=1
entao A é limitado. Sendo limitado e fechado segue que A é compacto.

Propriedade 139. A interseccao arbitraria de compactos é um conjunto compacto.

Demonstracgao. Seja A = ﬂ Aj a intersecgao arbitraria de compactos, como cada

keB
Ay é fechado a e intersecgao arbitraria de fechados é fechado segue que A é fechado, além

disso A ¢ limitado, pois dado t € B, A C A;, sendo A subconjunto de um conjunto

limitado implica que A é limitado. A é fechado e limitado, portanto é compacto.

Questao 3

Exemplo 40. Dé um exemplo de uma sequéncia decrescente de conjuntos fechados nao
oo
vazios Fj, C Fj.; tal que ﬂ F,=0.
k=1
Perceba que os conjuntos ndo podem ser intervalos fechados do tipo [a, b], pois nesse
caso irfamos cair no caso do teorema de intervalos encaixados e nesse caso a intersecgao

nao seria vazia. Sabendo disso tomamos Fy, = [k, 00), ndo pode existir x nessa intersecgao,

pois dado z real, existe k > z e dai = ¢ [k, 00).

Exemplo 41. Dé um exemplo de uma sequéncia decrescente de conjuntos limitados nao

vazios Ly C Ly, tal que ﬂ L, = 0.
k=1

1 : L
Nesse caso escolhemos Ly = (0, E)’ nenhum nimero pode pertencer a intersec¢ao pois

1
dado z existe k tal que z < x e dai x nao pode pertencer ao conjunto Ly, assim também

nao pertence a interseccao .

Questao 4

Propriedade 140. Sejam A, B nao vazios com A compacto e B fechado, entao existem

xg € Aeyy € Btaisque |[xg—yo| < |z —yVor € A, ye B,

Demonstracao. Seja C' = {|z — y|,z € A y € B}, tal conjunto é limitado inferi-

ormente por 0. Sendo assim possui infimo. Seja a = inf C. Pelo fato de a ser infimo
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de C existe sequéncia de elementos de C' que converge para a, isso implica que existem
sequéncias x, € A e y, € B tais que lim |z,, — y,,| = a.

Como A é compacto, portanto limitado a sequéncia (z,) possui subsequéncia conver-
gente, de modo que podemos admitir que (x,) seja convergente (se ndo passamos a uma
subsequéncia), logo limx,, = a € A pelo fato de A ser fechado.

Da desigualdade
[Yn| < |20 — Yol + [24]

concluimos que (y,) é limitada, logo possui subsequéncia convergente, tomando sua sub-
sequéncia convergente se necessario, tem-se que limy, = yo € B, pelo fato de B ser

fechado. Dessas propriedades segue que
lim |y, — x,| = lim |xg — yo| = a

daf fica provado o resultado.

Questao 5
Propriedade 141. Seja A compacto. Se A é discreto entao A é finito.

Demonstracao. Contrapositiva, se A fosse infinito sendo limitado ele teria ponto de
acumulagao, pelo fato de ser fechado esse ponto de acumulacao pertenceria ao conjunto.
observe que a contrapositiva de A é discreto que é todos os pontos de A sao isolados é

existe pelo menos um ponto de A que nao é isolado, isto é, que é ponto de acumulacao.

Exemplo 42. Z é um conjunto fechado ilimitado em que todos seus pontos sao isolados.
A= {% | n € N} éum conjunto limitado nao fechado em que todos os pontos sao isolados.
Perceba nesse 1ltimo exemplo que existem termos do conjunto arbitrariamente proximos,
mesmo assim todos seus pontos sao isolados, tal conjunto admite ponto de acumulacao 0,

mas tal elemento nao pertence ao conjunto o conjunto nao é fechado.

Questao 6

Propriedade 142. Seja A compacto entao os seguintes conjuntos também sao compactos

o S={z+vy, z,yc A}
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o D:{x_yv x,yeA}
o P={zy, v,y € A}

. Q:{g, z,y € A}

Demonstracgao. Primeiro vamos mostrar que tais conjuntos sao limitados. Como A

é limitado entdo existe M > 0 tal que |z| < M, Vz € A.
o [z+y| <|z|+ |yl <M+ M =2M dai S é limitado.
o |z —y| <|z|+ |y] <2M, portanto D é limitado.
e Vale 2] < M e |y| < M logo |x.y| = |z|.]y| < M>.

e Vale |x] < M como 0 ¢ A e A é fechado entdo ndo existem termos arbitrariamente

1 1
préximos de zero, logo existe ¢ tal que vale 0 < ¢ < |y| disso segue que ﬂ < -
y c
multiplicando pela primeira relagao tem-se W < —.
y c

Vamos mostrar que os conjuntos sao fechados.

e S é fechado, tomamos (z,) em S tal que limz, = a vamos mostrar que a € S.
Zn = Tp + Yn, como A é compacto conseguimos uma subsequéncia de (z,) que seja
convergente, dai passando para a subsequéncia temos lim z,, = zq, lim x, +y, —x, =
lim g, converge para gy, dai limx, + v, = a = limx, + limy, = z¢ + yo ¢ a soma
de dois elementos de A logo limx,, + y, converge para um elemento de S. Esse
argumento de passar a uma subsequéncia serd usado nos proximos itens sem ser

mencionado novamente.

e D é fechado, tomamos (z,) em D tal que lim z, = a vamos mostrar que a € S. z, =
Tp — Yn, CONseguimos x, convergente em A, dai limzx,, — vy, + x, = lim —y,, = —ypo,

logo limz,, —y, =29 —yo € D

e P ¢ fechado limz,.y, = a se um dos limites tende a zero o limite também tende a
zero, pois a outra sequéncia é limitada, pois tem termos no conjunto limitado A.
Seja entao limz, = z¢ # 0, limz,,.y,— = limy, = yo, dai (y,) converge e o limite

x

n
do produto converge para um elemento de P.
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e Da mesma maneira que as anteriores, lim — = a, (y,) converge para um elemento
n

~ ;- T .. .
nao nulo dai limy,— = xy, portanto o limite do quociente converge para um
n
elemento de Q).

1.6.5 O conjunto de Cantor
Questao 1

. , 1
Exemplo 43. Quais sao os numeros da forma — com 2 < m < 10, m natural, que
n
pertencem ao conjunto de Cantor?.

Os numeros que devemos analisar sao

1
Ja sabemos de antemao que 3 e 9 sao elementos conjunto de Cantor pois sao extre-
mos de intervalos que permanecem no conjunto apds as remocoes. Sabemos que —, nao
. . . . 12 1
pertence ao conjunto de Cantor , pois ele pertence a um intervalo removido (5, §) 1
pertence ao conjunto de cantor pois temos sua representacao como
0.05 — N2 =2 21 1
, = ﬂ —= _k = — — l = —
— 3 — 9 91 -3

lembrando que um trago em cima da parte decimal significa que tal parte se repete na

representacao.

111 1
56 e 3 nao pertencem ao conjunto de Cantor , pois sao elementos pertencentes
1 2

ao intervalo removido (5, 5)
Agora vemos que 10 pertence ao conjunto de cantor, pois ele pode ser representado

por

o o) o0

2 1 2 18 181 6 2 8

X 2 2 1
0.0022 = L N T N e e e S S
’ ;34k—1+z34k 27k:081k+81 £~ 81k 5780 8180 80 80 _ 80

k=1

1
e —. Os numeros
10

111
Entao os numeros que pertencem ao conjunto de cantor sao 19

que nao pertencem ao conjunto de cantor sao =, -, =, =, —.
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Para determinar a expressao de um numero entre 0 e 1 na base 3, pode-se usar esse

processo que mostramos abaixo por meio de um exemplo

1 .z
5223
k=1

=

=

multiplicamos por 3

3 1 o
—=14=-= 3 i
5 +2 ZL‘1+ ;3k

logo 1 = 1, continuamos o processo para encontrar xs

multiplicamos por 3

3 1 Tk
14— 9 Tk
9 + 2 T2 + Z 3k
k=3
, , 1 , )
daf x5 = 1, nesse caso concluimos que 5= 0,11---, e concluimos de outra maneira que

ele nao pertence ao conjunto de Cantor, por possuir algarismos 1 .

Questao 2

Propriedade 143. Seja a € (0, 1] entao existem z > y € K tais que y — = = a.

~ m . . . m
Demonstracao. Dado a = 30 existem z,y € K tais que x — y = a, pois se a = n

¢ extremo de intervalo removido que pertence ao conjunto de Cantor, entao tomamos
S

y=0¢€ K ex = a. Caso contrario a = E FTE podemos sempre arranjar y finito formado
k=1
por algarismos z sendo 0 ou 2 (ou no méaximo o dltimo algarismo sendo 1) tal que a soma

y + a também seja elemento do conjunto de cantor

por exemplo a = 00,1212, tomamos y de forma conveniente para que a soma seja um
elemento do conjunto de cantor, escolhendo os algarismos que devem ser somados, nesse
caso podemos tomar y = 0,0020. (Falta provar isso de forma rigorosal!!)

Definimos agora o conjunto D = {|z — y|, =,y € K}, tal conjunto é limitado, pois
vale |t —y| < |z|+ |y| £ 1+ 1 = 2 por x e y serem elementos do conjunto de Cantor
que é limitado. Vamos agora mostrar que tal conjunto é fechado, seja (z,) uma sequéncia
convergente nesse conjunto, vamos mostrar que o limite da sequéncia pertence ao conjunto,

limz, = lim|z, — y,] =t € D. Como o conjunto de Cantor ¢ limitado as sequéncias



CAPITULO 1. SOLUCOES-ANALISE REAL VOLUME 1 (ELON FINO) 80

(z,) e (yn) s@o limitadas, logo possuem subsequéncias convergentes, passando para estas
subsequéncia denotando ainda por (z,), (y,) elas convergem para elementos xg,yo no

conjunto de cantor (pelo fato de tal conjunto ser fechado), dai temos
lim z, = lim |z, — yn| = |zo — yo| =t

logo, existem xg,y0 € K tais que |xg — yo| = ¢ limite de uma sequéncia arbitraria

m
de pontos de D, portanto D é fechado. O conjunto das fragoes do tipo a = 3 (que

sao elementos de D) é denso em [0, 1], disso seque também que D é denso [0, 1], sendo
conjunto fechado concluimos que D = [0, 1] logo para qualquer valor a € (0, 1] existem
x,y no conjunto de Cantor, tais que y — x = a.

Questao 3

Propriedade 144. A soma da série cujos termos sao os comprimentos dos intervalos

omitidos para formar o conjunto de Cantor ¢ igual a 1.

- . 1. . 1 .
Demonstracao. Cada intervalo I;, remove 27! intervalos de comprimento T Assim

U I, remove um comprimento limite de
k=1
=2kl 1T gN2F 1, 3
_— = = — = -\ ) = 1
Z 3k 3 Z 3 3<3 — 2)
k=1 k=1
Questao 4

oo

Propriedade 145. O conjunto A dos extremos dos intervalos removidos U I}, é enu-
k=1
meravel .

Demonstracao. Para cada k seja A o conjunto dos extremos de intervalos de I, A

A= GAk
k=1

como A é unido enumeravel de conjuntos enumeraveis(finitos) entao A é enumerdvel.

é finito e vale

Propriedade 146. Os extremos de intervalos removidos que pertencem ao conjunto de

Cantor, possuem representacao finita na base 3. Da mesma maneira se um niimero possui
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representacao finita na base 3 e pertence ao conjunto de Cantor entao ele é extremo de

um intervalo omitido.

Demonstragao. Os extremos de intervalos removidos possuem representacao finita
n

t T
na base 3 pois sao da forma 3 que pode ser expandido em Z —: com z 0 ou 2, que da

k=1
a sua representacao na base 3.

Suponha agora que um ntmero possui representacao finita na base 3 e pertence ao

conjunto de Cantor, entao ele é da forma

n n nfk n
P P - e
k=1 k=1 k=1

=m

entao ele é extremo de um intervalo removido.

Propriedade 147. Os extremos dos intervalos removidos que pertencem ao conjunto de

Cantor sao densos nele.

o0
~ . ~ Tk
Demonstracao. Os elementos do conjunto de Cantor sao da forma E 3k onde cada

k=1
n

Tk .y, .
x) assume valor 0 ou 2, como cada s, = g — mnessas condigoes ¢ extremo de intervalo

3k
k=1
o0
. Ti , .. . ~ . ,
removido, segue que g 3k ¢ limite de pontos de extremos, entao tal conjunto é denso no
k=1

conjunto de Cantor.

1.7 Capitulo 6-Limite de funcoes

1.7.1 Definicao e primeiras propriedades
Questao 1
Propriedade 148. Seja f : A — R,a € A", B = f(A\ {a}). Se lim f(z) = L entao
T—a
L€ B.
Tal propriedade significa que o limite L pertence ao fecho da imagem f(A\ {a}), isto

é, existem pontos de f(A\ {a}) arbitrariamente préximos de L.
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Demonstracgao. Usaremos o critério de sequéncias. Como lim f(x) = L, entao existe
Tr—a

sequéncia (z,) em A\ {a} tal que lim f(z,) = L, dai tome f(z,) = yn, (yn) é uma
sequéncia em f(A\ {a}) tal que limy, = L, portanto L € B.

Questao 2

Propriedade 149. Se V(z,) em A\ {a} com limz, = a implicar (f(z,)) convergente

entdo lim f(x) existe.
Tr—ra

Demonstracao. Usaremos que lim f(z) = L < V (z,) € A\ {a} com limz, = a
vale lim f(z,) = L. Por isso vamos z;rilar duas sequéncias arbitrarias (z,) e (y,) com
limz, = limy, = a em A\ {a} e vamos mostrar que lim f(z,) = lim f(y,). Tomamos
(z,) definida como zy, = x,, € 29,1 = Yn, dai lim z, = a, portanto lim f(z,) existe, como
(f(xn)) e (f(yn)) sdo subsequéncias de (f(z,)) entao elas convergem para o mesmo limite
L, dai provamos que V (z,) € A\ {a} com limz, = a vale lim f(z,) = L que implica
i =L

Questao 3

Teorema 2 (Limite da composi¢ao de fungoes). Sejam A, B C R, f de Aem R e g de

B em R com f(A) C B. Se lim f(z) =be linll)g(y) = ¢ ainda com ¢ = g¢(b), tem-se
Yy—

T—a

lim g(f(x) =

Demonstracao. Da existéncia do limite de g(x) temos que para todo € > 0 existe
9 > 0tal quey € B, |y —b| < 01 = |g9(y) — ¢|] < ¢, onde tiramos a restrigdo de
y # b, pois no caso y = b a propriedade vale. Agora usando a existéncia do limite
de f tomando d; como ef, € para f, temos que para d; existe d; > 0 tal que z € A,
0<|z—al <d=|f(xr)—bl <d como f(x) € B, podemos tomar y = f(z) de onde do
primeiro limite que |g(f(z)) — ¢| < € implicando que il_rgg(f(x)) =c.

Se x # a implicar f(z) # b ainda teremos a propriedade pois , repetindo o argumento
com pequenas alteracoes:

Da existéncia do limite de g(x) temos que para todo € > 0 existe §; > 0 tal que y € B,
0<|y—"0] <& = |g(y) — c| < e, onde agora mantemos a restricdo de y # b. Usando a
existéncia do limite de f tomando d; como €y, € para f, temos que para 0, existe dy > 0

talque z € A, 0 < |z —a| < dy = 0 < |f(z) — b|] < 01 ( aqui usamos que = # a implica
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f(z) # b) como f(z) € B, podemos tomar y = f(x) de onde do primeiro limite que
lg(f(z)) — ¢| < e implicando que lim g(f(z)) = c.
Tr—ra

Questao 4

Exemplo 44. Sejam [ : gR — R definidas como

o f(x)=0sex € R\Q, f(xr)=zsez€qQ.
e g(0)=1eg(z) =0sex#0.

Nessas condigoes vale lim f(z) = lim g(z) = 0 e nao existe lim g(f(z)).
z—0 z—0 z—0
Vale lin(l)f(:c) = 0, pois tomamos € = § entdo par 0 < |z| < 0 vale [f(z)] < 0 = ¢,
T—
tanto para x irracional, pois no caso vale | f(z)| = 0 < ¢, tanto no caso de x racional pois
nesse caso vale |f(x)| = || < 0 = ¢, ent@o em qualquer desses casos temos |f(x)| < e.
Também vale que lin% g(x) = 0, pois tomando ¢ = 4, 0 < |z| < § implica z nao nulo,
T—r
portanto g(z) =0 e dai |[g(z)| =0 < J =&.
Nao existe lim g(f(x)).
z—0
Seja x,, — 0 por valores racionais, entao f(x,) = x, e dailim g(f(z,)) = lim g(z,) = 0.
Tomando y, — 0 por valores irracionais temos f(y,) = 0 e lim g(f(y»)) = limg(0) = 1,

logo nao pode existir lir% g(f(z)), pois o limite depende de como se aproxima de zero
T—

(usamos o critério de divergéncia por meio de sequéncias).

Questao 5

1
Exemplo 45. lim sen(—) nao existe.
z—0 xr

1
Tomamos as sequéncias x, = — e Yy, = — vale limz, = 0 = limy, e
2nm 2nm + 5
s 1
sen(—) = sen(2nm) = 0 e sen(2nm+—) = 1 logo os limites sao distintos entao lim sen(—)
T, 2 z—0 T
nao existe.

vale

Em geral, existe t € R tal que sen(t) = v € |—1,1|, tomando z,, =
g X q (t) 11 P —

1
limz, =0 e sen(—) = sen(t + 2mn) = sen(t) = v.
T,
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1.7.2 Limites laterais
Questao 1

Propriedade 150. a € A’ (a € A") & existe (z,) em A decrescente (crescente) com

limx, = a.

Demonstragao. =). Se a € A, entdo existe sequéncia de termos z, > a com
lim z, = a, dai podemos tomar uma subsequéncia (x,) de (z,) que seja decrescente e
limz,, = a.

<). Se existe (z,,) decrescente com lim z,, = a ent@o por definicao Ve > 0 AN(a, a+<) #
() e dai a é ponto de acumulacao a direita.

De maneira similar, s6 trocando as palavras na argumentagao acima se prova o caso
para pontos de acumulacao a esquerda.

=). Se a € A’ entao existe sequéncia de termos z, < a com lim z, = a, dai podemos
tomar uma subsequéncia (z,) de (z,) que seja crescente e limz, = a.

<). Se existe (z,,) crescente com lim x,, = a entdo por defini¢ao Ve > 0 AN(a—e, a) # ()

e dai a é ponto de acumulagao a esquerda.

Questao 2

Propriedade 151. lim f(z) =L (lim f(z) =L)< ¥(z,)em A decrescente (crescente)
T—a~

T—a

com limz,, = a tem-se lim f(z,) = L.

Demonstragao. Vale que xlgﬁrll+ flz) =L & il_rg g(x) = L onde g : B — R onde
B = AnN(a,00). Porém ill)fég(l’) =L < VY(x,) em B com limz, = a vale limg(z,) = L.
Vamos entao provar a propriedade.

=). Se xligl*' f(z) = L entao glglgég(x) = L que implica ¥(z,) em B com limz, = a
vale lim g(z,) = L, em especial para as sequéncias (z,) que sejam decrescentes.

<). Vamos usar a contrapositiva que é se il_r)r(ll g(x) # L entao existe (x,) em A decres-
cente com lim z,, = a tal que lim g(x,,) # L. Supondo que temos lim g(x) # L entao existe
sequéncia (y,) em B com limy, = a tal que limg(y,) # L, corg;:)a(yn) € (a,a+¢)NA,
podemos tomar (z,) subsequéncia de (y,) tal que limz, = a e limg(z,) # L (pois as

subsequéncias devem convergir para o mesmo valor das sequéncias), assim fica provado o

resultado.
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Questao 3

1
Exemplo 46. Tomamos f : R\ {0} — R definida como f(x) = P com a > 1, vamos
+a=
analisar os limites laterais lim f(z) e lim f(z).
z—0t z—0~

Seja (x,) em R\ {0} tal que lim z,, = 0 entao vale lim asn = 00, pois como limx,, =0

. 1 , 1
podemos tomar ¢ > 0 tal que a® > M > 0 arbitrarioe 0 < x,, < — < 1 dai ™ < ac =
c

1
M < a® < a*o e como z, é decrescente para nyg < n vale z,, < x,, portanto a™ < a0 =

1 1
M < a™ < a@n logo lim a# = oo de onde segue que lim f(z,) = lim ———— = 0 que
+awn
por sua vez implica lim f(z) = 0.
z—0t 1
Admitimos agora (y,) crescente em R\ {0} tal que limy, = 0. am = —— , COmo
a—yn
Yn+1 > Yn SEGUE qUE —Yp > —Ynt1, (—Yn) € decrescente e tende a zero logo pelo resultado
1 R SR 1 : il :
anterior lima = = 0o = limaw = lim —— = 0, portanto lim 1 + am =1elim flz,) =
a—Yn
1
lim — =1 dai vale lim f(x)=1.
Questao 4

Propriedade 152. Seja f : A — R monétona. Se existe (x,) em A com z, > a,

limz, = a e lim f(x,) = L entao lim (x) = L.
r—a

Demonstragao. Suponha f nao decrescente, vamos mostrar que
B={f(x),x € R,x > a}

¢ um conjunto limitado inferiormente. Dado x arbitrario e fixo tal que x > a existe x,, > a
que satisfaz x > x, > a, pois limz, = a, f nao decrescente implica f(z) > f(x,), como
(f(z,)) é convergente, vale que tal sequéncia é limitada inferiormente, portanto existe M
tal que f(x,) > M Vn € N dal f(z) > f(x,) > M para f(z) € B arbitrario, logo B é
limitado inferiormente. Por B ser limitado inferiormente ele possui infimo .

Seja L' = inf B = inf{f(x),z € R,z > a}, vale que lim f(z) = L' (resultado ja
demonstrado), disso segue pelo critério de sequéncias para li:;;i(fce lateral que lim f(x,) =

L' = L, pela unicidade de limite, portanto lim f(z) = L.
Tr—a
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Questao 5

1 1
Exemplo 47. Seja f : R\ {0} dada por f(x) = sen(—)l ST Determine o conjunto
x' ] 4 2%

dos pontos L tais que lim f(x,) = L, com limz, = 0,x,, # 0.

Tomando o moédulo da expressao

sen(l) !

14927

1
1+2%

<1

pois 0 < 2%, dai ndo podemos ter limites dessa expressao fora do intervalo [—1, 1], vamos

mostrar que temos limites em cada ponto desse intervalo .

1
P — vale sen(x—n) =

sen(—t) = v, além disso (x,) é decrescente com limx, = 0, portanto vale lim f(z,) =

Existe —t € R tal que sen(—t) = v € [—1, 1]., Tomando z,, =

lim = v, pois o limite no denominador resulta em 1 (limite j& calculado).

1+ 2w
1.7.3 Limites no infinito, limites infinitos, etc.

Questao 1

Propriedade 153. Seja P: R — R com P(x Z arz® com a, # 0,n > 1. Se n é par

k=0
entdo lim P(z) = lim P(x) sendo oo se a,, > 0 e —oo se a,, < 0. Se n é impar entdo
T—00 T—r—00

lim P(z) =c0e lim P(z)=—ococoma, >0e lim P(z)=—oc0e lim P(x)= oo se
Tr—00 T——00 T—r00 Tr——00
a, < 0.

-1

"

-
-1
Demonstracao. Escrevemos P E . Sen ¢é par lim z"a, =
Ap ™™ k T—$00
k=0
—0
o~ = lim z"a, com a, > 0 e lim z"a, = —o0 = lim z"a, se a, < 0, portanto o
T—r—00 T—00 T—r—00
mesmo segue para P(x).
Se n é fmpar, lim z"a, = co e lim z"a, = —oo com a, > 0, caso a, < 0 tem-se
Tr—00 Tr—r—00

lim z"a, = —co e lim z"a, = .

T—00 Tr——00
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Questao 2

Exemplo 48. Seja f: R — R definida por f(x) = xsen(z), entao para todo ¢ € R existe
(x,) em R com limz, = oo e lim f(z,) = c.
Para x suficientemente grande a oscilagao de f(z) é tdo grande quanto queremos e a

oscilagao é crescente.
T T
e Para z, = 5 + 27mn, vale sen(x) =1 e f(z3) = B + 2mn.
T s
e Para z; = —5 + 27mn, vale sen(x) = —1e f(z1) = 5 27mn.
e Dai segue que f(z2) — f(z1) = 4mn, a oscilagao cresce pois
T T
e Para z, = 5 +2m(n+1), vale sen(z) =1 e f(xy) = 5 +27(n+1).
T T
e Para z3 = ) +2m(n+ 1), vale sen(x) = —1 e f(x3) = 5 2n(n +1).

e Segue que f(z3) — f(xe) =4n(n+ 1) > f(x2) — f(x1) = 47n, portanto a oscilagao
da funcao é tao grande quanto queremos e cresce.

Entao, dado ¢ € R existe ng € N tal que ¢ € [g — 2mng, g + 2mny| e por continuidade

7r m . :
existe x; € [—5 + 2mny, 3 + 27mng] tal que f(x1) = c¢. Da mesma maneira existe xy €

[—g + 2m(ng + 1), g + 27m(ng + 1)] tal que f(z2) = ¢, em geral x,, € [—g +27(ng +n —

1), g + 27(no + n — 1)] tal que f(x,) = ¢, valendo limz,, = oo e lim f(z,) = c.

Questao 3

Propriedade 154. Seja f : [a,00) — R limitada. Para cada t > a definimos
My = sup{f(z) | x € [t,00)} = sup A

my = inf{f(z) |z € [t,00)} = sup A;

wy = M; — my, chamada de oscilagdo de f em I = [t,00). Nessas condigoes, existem

lim M; e lim m;.
t—o00 t—o00

3 lim f(t) & lim w; = 0.
t—o0 t—o0
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Demonstracao. M; é nao-crescente e m; ¢ nao-decrescente. Se s > t vale que
{f(x) | © € [s,00} = Ay C {f(z) | = € [t,00)} = A;, portanto sup A; > sup Aj,
implicando M; > M, logo m; é nao-crescente. Da mesma maneira m; ¢ nao-decrescente,
pois de A, C A; segue inf A, > inf A; e dai my > m; que significa que m; é nao-decrescente.

Ambas fungoes sao limitadas logo os limites lim M; e lim m; existem.
t—o00 t—o00
lim M; =L, limm; =1 = limw; = L —[.
t—o00 t—o00 t—o0

Agora provamos a equivaléncia enunciada. <). Se tlim w; = 0 entao = tlim f(t)
—00 —00
existe. Vale que m; < f(t) < M, (pois m; e M, sdo infimo e supremo respectivamente),

se = tlim wy =0 entao L — 1 =0 = L =1, dai por teorema do sanduiche tem-se
—00
L=1limm; < lim f(t) < lim M; = L
t—o0 t—o0 t—o0

de onde segue tlgglo fit)y=1L.

=). Se tlirglof(t) = L entao Ve > 0 Jdz > a tal que parat > avale L—e < f(t) < L+e¢,
logo L —e < my < f(t) < My < L+ ¢ pois m; é infimo e M; é supremo, portanto
M, — m; < 2e (pois ambos pertencem ao intervalo (L — e, L + ¢)) e isso implica que

lim M; = lim m; = L dai limw; = 0.
t—o00 t—o00

1.8 Capitulo 7-Funcoes continuas

1.8.1 Definicao e primeiras propriedades

Questao 1

Propriedade 155. Vale max(zx,y) = Tty +2|$ — | e min(z,y) = Tty _2‘33 —
Demonstracao. Se x > y entdo z —y = |xr — y| dal rryrroy x como vale

max(z,y) + min(x,y) = x + y entdo min(z,y) = Ty —2\33 —yl ,

Propriedade 156. Se f: A — R é continua em a entao |f| : A — R também é continua

em a.

Demonstracao. Vale ||f(z)| — |f(a)|| < |f(z) — f(a)] < e.
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Propriedade 157. Dadas f,g : A — R continuas, entao h,t : A — R dada por h(z) =
max{f(x),g(x)}e t(x) = max{f(z), g(x)} sdo continuas.

f(x) +g(x) +f(x) — g(x)|
2

, dai h e t sao uniformemente continuas.

Demonstragao. Vale h(z) = max{f(z),g(z)} =

w10 (e} - L24900) = 11(0) = gt0)

et(x) =

Questao 2

Propriedade 158. Sejam f,g: B — R continuas

V={reB|f(x) <g(r)}

Z=A{zeB|f(x) <g(x)}
entao existem A aberto e F' fechado taisque Y = BNAeZ=BNF.

Demonstracao. Pela continuidade de f e g, para cada y € ¥ existe um intervalo I,
de centro y, tal que

{y}cBNI,CY

daf
Y=JyclJBnL)cy
yey yey
logo Y = U (BN1,) e por identidade de conjuntos temos que U (BNI,)=BnN( U 1),
yey yey yey

tomando A = U I, segue que A é aberto por ser uniao de abertos, dai Y = B U A.
yey
Vale que Z = B\ {{ € B,g(x) < f(z)}, pelo que provamos acima, existe B aberto tal

que
Z=B\(BNA)=BN(R\A)

onde essa tltima passagem se deu por identidade de conjuntos, temos que R\ A = F é

um conjunto fechado, logo provamos que Z = BN F', onde F' é fechado.

Corolario 24. Se B é aberto Y = BN A é aberto por ser interseccao de abertos, se B é

fechado entao Z = B N F' é fechado por ser interseccao de fechados.
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Corolario 25. Se f,g : B — R sao continuas e B aberto entao {z € B | f(z) # g(x)}
é aberto pois {x € B | f(z) < g(z)} U{x € B| f(z) > g(x)} onde ambos conjuntos sdo

abertos.

Corolério 26. Se f,g : B — R sao continuas e B fechado entao {z € B | f(x) = g(z)}
é fechado pois {x € B | f(z) < g(z)} N{z € B| f(x) > g(x)} onde ambos conjuntos sao

fechados.

Questao 3

Defini¢ao 10 (Semi-continua superiormente (scs)). f: A — R é scs em a € A quando
Ve>fla)3od>0|VaeeA |[x—a <d= flz)<ec

Definicao 11 (Semi-continua inferiormente (sci)). f: A — R é sci em a € A quando
Ve< fla)3d>0|VaeeA |[xr—a <d=c< f(x).

Propriedade 159. f: A — R é continuaem a € A < f é sci e scs em a.

Demonstracao. =). Se f é continua em a entao
Ve>03d>0|VeeAlr—al<d=|f(z)— fla)| <e

temos entao f(z) < f(a) + e e f(a) —e < f(z). Sendo ¢ > f(a) arbitrario, podemos
tomar ¢ = ¢ — f(a), e + f(a) = ¢, logo 36 > 0 | Vo € A, |x —a| < § implicando
f(z) < f(a) + € = ¢, portanto f é scs em a.

Da mesma maneira se ¢ < f(a), tomamos € = f(a)—c = f(a)—¢e = c e a continuidade
garante que 39 > 0 | Vo € A, |z —a| < § implicando ¢ = f(a) —e < f(x), logo f é sci em
a.

<). Suponha que f seja scs e sci em a, seja ¢ > 0 arbitrdrio entao pela primeira
condigdo podemos tomar ¢ — f(a) = e que fica garantida a existéncia de d;, tal que
|z —a| < 0y implica f(z) < ¢, f(z)— f(a) < e, por f ser sci em a para qualquer, podemos
tomar f(a)—ce = € e daf existe Jy tal que |x —a| < d2 implica ¢3 < f(z), f(a) —e < f(z),
daf tomando § = min{dy, d2} as duas condigoes sao satisfeitas logo vale |f(z) — f(a)| <€

e f é continua em a.
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Propriedade 160. Se f é scs e g é sci em a e f(a) < g(a) entdo existe § > 0 tal que
r € A, |x —al < § implica f(z) < g(x).

Demonstracao. Como f é scs tomamos ¢ = M
z €A, |x—a <51=>f(x)<w
f(a) +g(a)

mesmo ¢ = ————— < g(a) existe 62 > 0, x € A, |x —a|] < 0y =

Tomando § = min{dy, d2} tem-se com = € A | |z —a|] < § que f

f(a) +g(a)
2

> f(a), entao existe §; > 0,

. Da mesma maneira como ¢ é sci, tomando o

Ha) +ol0) _ o

w < LT

< g(z) que implica f(z) < g(x).

Questao 4

Propriedade 161. Seja f : R — R continua e f(x) = ¢ uma constante para todo = € A

um conjunto denso em B, entdao f(z) = ¢ para todo z € B.

Demonstracao. Dado a € B arbitrario, por A ser denso em B, podemos tomar uma
sequéncia (x,) em A tal que limz, = a dai f(z,) = c e lim f(z,) = ¢ = f(a), logo

f(a) = ¢ para todo a € B.

Corolério 27. Em especial A é denso em A, daf f(z) = ¢ Vz € A.

Questao 5

Propriedade 162. f: R — R é continua sse VA C R vale f(A) C f(A).

Demonstragao. =. Supondo f continua, vamos mostrar que dado a € f(A) entao
a € f(A). Seja a € f(A), entdo existe y € A tal que f(y) = a, mas como y € A,
entao existe uma sequéncia (z,) em A tal que limx, = y, por f ser continua segue que
f(xn) € f(A) e lim f(z,) = f(y) = a € f(A), o que conclui a demonstracao.

<. Vamos usar a contrapositiva, se f é descontinua, entao existe um ponto a € R tal

que f é descontinua em a, assim existe uma sequéncia (x,) em R tal que
1 1
35>0Vﬁ >0 |z, —al < e \f(zn) — fla)| > ¢

tomando A como conjunto dos termos da sequéncia (z,,) segue que a € A, logo f(a) € f(A)

mas a propriedade |f(z,) — f(a)] > € nos garante que f(a) ¢ f(A), de onde segue o

resultado.
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Questao 6

Propriedade 163. Seja f : A — R continua em a € A. Se para toda vizinhanca de a

existem x e y € A tais que f(x) e f(y) tem sinais contrarios entao f(a) = 0.
Demonstracao. Usando a contrapositiva, temos que mostrar que se f(a) # 0 entao

existe vizinhanca do ponto a tal que para todos = e y em tal vizinhanga vale que f(x) e

f(y) tem o mesmo sinal. Essa propriedade vale realmente para fungées continuas, logo a

proposicao ¢ verdadeira.

Corolario 28. Sejam f,g : A — R continuas no ponto a, tal que para toda vizinhanca
V' de a existam pontos x e y, tais que f(z) < g(z) e f(y) > g(y) entdo f(a) = g(a).
Tomamos h : A — R com h(z) = f(z) — g(z) dal em toda vizinhanga de a existem

x,y tais que h(x) < 0 e h(y) > 0, portanto pelo resulado anterior vale que h(a) = 0 =

f(a) = g(a) = f(a) = g(a).

Questao 7

Propriedade 164. Seja f : A — R descontinua em a € A. Entao existe £ > 0 tal que
e Existe (z,) em A com limz, =ae f(x,) > f(a) +eVn € N, ou

e existe (y,) em A com limy, =ae f(y,) < f(a) —eVn € N.

Demonstracao. Usamos o critério de sequéncias, usando a negacao da continuidade
A(z,) € A com limz, = a e lim f(z,) # f(a) (podendo nao existir), disso segue que

|f(zn) — f(a)| > e para n € N' um subconjunto infinito de N. Para cada n € N’ vale

o f(x,)— fla) >cou—f(x,)+ fla) >¢

uma das duas condigoes é satisfeita para um ntimero infinito de indices, logo podemos
tomar uma subsequéncia (t,) de (z,) que satisfaz limt¢, = a (pois toda subsequéncia

tende ao mesmo limite) e vale uma das propriedades citadas acima para todon € N [1.
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1.8.2 Funcgoes continuas num intervalo
Questao 1

Propriedade 165. Toda funcao f : I — R localmente constante é constante, onde I é

um intervalo.

Demonstracao. Dado a € I, definimos

A={zcl|f(x)=fla)}, B={zel]|[f(z)# f(a)},

vale que A # (), pois a € A, vale também que I = AU B. Como f é localmente constante,
Vo € A existe I, = (x —e,x + ¢) tal que f(I,) = {f(a)} logo I, N B = (), dai nao poder
existir sequéncia em B tendendo & z, portanto x ¢ B = ANB = (). Suponha por absurdo
que exista pelo menos um y € B, entdo para y € B arbitrario vale f(y) = ¢, # f(a) e
existe € tal que, para [, = (y — e,y + ¢) tem-se f(I,) = {¢,}, portanto (y —e,y=¢)NA
é vazio, logo y ¢ A, AN B = (). Dai temos que AN B = I é uma cisdo ndo trivial de um
intervalo, o que é um absurdo, logo B = () e f é constante. Suponha por absurdo que B

nao seja vazio.

Questao 2

Propriedade 166. Seja f : [ — R uma fungao mondtona, I um intervalo. Se f(I) é um

intervalo entao f ¢é continua.

Demonstragao. Seja a € int(I). Suponha f ndo-decrescente. Existem® os limites

laterais [ = lim f(z) e L = lim f(x), onde
T—a~ z—at

o L=inf{f(z),xr €A, x>a)} =inf B

o [ =sup{f(z),z € A, = <a)} =supC sendo que f(a) é cota superior de C' e cota

inferior de B pelo fato da fungao ser nao-decrescente. Além disso vale [ < L.

Como a € int(I) entao existem x,y € I com x < a < y. Suponha por absurdo que f seja

descontinua em a, dai L > [ e vale uma das possibilidades

e [ < f(a) < Lou

2Essa propriedade segue por resultado j4 demonstrado para limite de funcées
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e [ < f(a) < L, pois ndao pode acontecer de L = f(a) = [, se ndo f seria continua em
a. Por isso podemos tomar z # f(a) tal que [ < z < L, valendo f(x) < z < f(y) ,

temos também que z ¢ f(I), portanto f(I) nao é intervalo, o que é absurdo.

O caso de a ser uma extremo inferior ou superior do intervalo se fazem de maneira
similar.

Se a é extremidade inferior do intervalo, existe L = $11)I£1+ flz) =inf{f(x),z € A, z>
a)}, vale L > f(a) pelo fato de f ser nao-decrescente. Suponha que L > f(a) (f ser
descontinua em a), entao existe z tal que L > z > f(a), dai de = > a segue f(x) > z
e z ¢ f(I), logo f(I) nao é intervalo. Se a é intervalo inferior procedemos de maneira

similar.

Questao 3

1

Exemplo 49. f : R — R dada por f(z) = sen(—) para x # 0 e f(0) = 0, tem a
x

propriedade do valor intermedidrio, porém ¢é descontinua em 0.

Separamos os intervalos de R em dois tipos:
e Os intervalos que contém 0.
e Os intervalos que nao contém 0.

Em todo intervalo que contém 0 a imagem da fungao é o intervalo [—1, 1], que j4 mostramos
1
por meio de sequéncias da forma x, = ———— onde ¢ é tal que sen(c) = v € [—1,1],
2nm + ¢
todo intervalo que contém 0 possui termos desse tipo para n suficientemente grande.
Em intervalos que nao contém 0, a fungao f é continua logo sua imagem é um intervalo.
Portanto para qualquer tipo de intervalo vale a propriedade do valor intermediario para

a funcao f.

Questao 4

Propriedade 167. Seja f : I — R com a propriedade do valor intermediario. SeVc € R

existe apenas um numero finito de pontos x € I tais que f(z) = ¢, entdao f é continua.
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Demonstracao. Suponha que exista a € I, em que f seja descontinua. Pelo critério
de sequéncias, existe (z,) em I com limz, = a e f(z,) > f(a) +eVn € N (ou f(z,) <
f(a) — e, garantido por resultado j& mostrado). Tomando algum ¢ € (f(a), f(a) + €),

observamos o intervalo (f(a), f(z,)), como f(z,) > f(a) + € segue que

c € (fla), fla) +¢) C (f(a), f(zn)) VR € N

a propriedade de valor intermediario garante a existéncia de z; entre a e z; tal que
f(z1) = ¢, como lim z,, = a, podemos tomar x,,, tal que z; ndo esteja entre a e x,,,, porém
novamente a propriedade de valor intermedidrio garante a existéncia de z; entre a e x,,
tal que f(z1) = ¢, com esse processo conseguimos infinitos valores z tais que f(z) = ¢, o

que contraria a hipotese, entao a funcao deve ser continua.

Questao 5

Propriedade 168. Sejam p > 0 real, f : [0,2p] — R continua com f(0) = f(2p). Entao
existe ¢ € [0, p] tal que f(c) = f(c+p).

Demonstracao. Definimos ¢ : [0,p] — R, por g(z) = f(z + p) — f(z). Temos
9(p) = f(2p) — f(p) =k

9(0) = f(p) — f(0) = —k
~~
=£(2p)
como g é continua, por ser soma de fungoes continuas, segue que, existe ¢ € [0, p] tal

que g(c) =0 = f(c+p) — f(c), logo f(c+p) = f(c).

1
Exemplo 50. Tomando p = 3 entao f : [0,1] — R continua com f(0) = f(1) implica

1 1 1
que existe ¢ € [0, 5] tal que f(c) = f(c+ 5) Da mesma maneira tomando p = —

3

2 2 1

entdo f : |0, §] — R continua com f(0) = f(g) implica que existe ¢ € [0, 5] tal que
1

fle) = flet3).

1.8.3 Funcgoes continuas em conjuntos compactos
Questao 1

Propriedade 169. Seja f : R — R continua com lim f(z) = lim f(z) = co. Entao
T—00 T—r—00

existe xp € R tal que f(zg) < f(z) V2 € R. f possui minimo global.
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Demonstracao. Tomamos a € R qualquer, da defini¢ao dos limites infinito temos
e IB>0tal que x > B= f(z) > f(a)
e 1B, >0tal que v < =By = f(z) > f(a).

Podemos tomar A > 0 tal que A > BJA >a, —A < —B;,—A < a, logoparaz > A,y <
—A tem-se f(z) > f(a), f(y) > f(a), [ restrita a [—A, A] possui minimo f(zy) pois o
conjunto é compacto, além disso como a € [—A, A] segue que f(zg) > f(a), tal valor f(zo)
¢ minimo global da fungao, pois em [—A, A] tal valor é minimo e fora desse intervalo a

fungao assume valores maiores que f(xo).

Questao 2

Propriedade 170. Seja f : R — R continua com lim f(z) = oco e lim f(z) = —oc.
Tr—00 T—r—00

Entao para todo ¢ € R existe entre as raizes da equacao f(x) = ¢ uma cujo médulo é

minimo.

Demonstragao. Comecamos de maneira similar ao resultado anterior, pela definicao

dos limites infinitos
e IB>0talquez > B = f(x) >c
e 1B >0talque x < —B; = f(x) > —c.

Podemos tomar A > 0 tal que A > B,A > ¢, —A < —B;,—A < —c, logo para =z >
Ay < —A tem-se f(x) > ¢, f(y) < —c. As raizes de f(z) = ¢ pertencem ao conjunto
[—A, A]l. Seja V = {|z| € [-A, A] | f(z) = ¢}, tal conjunto é limitado inferiormente, logo
possui infimo. Seja ¢t = inf V. Se o infimo pertence ao conjunto nada precisamos fazer,
essa é nossa raiz com moédulo minimo. Se nao, existe (x,) € V tal que limz, = t, vale
f(x,) = ¢ V¥Yn € N e por continuidade de f temos lim f(x,) = f(tf) = ¢, entdo o infimo

pertence ao conjunto, logo existe sempre uma raiz cujo modulo ¢ minimo.

Questao 3

Propriedade 171. Nao existe f : [a,b] — R continua que assume cada um dos seus

valores f(x) exatamente duas vezes.
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Demonstracao. [a,b] possui apenas dois extremos , temos 2 pontos de méaximo e
2 pontos de minimo da funcao f, entao obrigatoriamente teremos que um desses pontos
criticos deve ser imagem de um ponto interior de [a,b]. Suponha que seja 0 méximo.
O valor maximo de f serd entdo assumido num ponto x,,, € int[a,b] vamos supor o
outro ponto x,,, em que a fungao atinge maximo também no interior do intervalo , com
Ting > Ty

Tomamos x5 < Ty, Tmy < To < Ty 5 Tmy < 1 € A =max{f(x3), f(x1), f(x2)}, pelo
TV existe valores © € [T3,Tm,), Y € [T2,Tm,) € 2 € (T, 1], tais que f(z) = f(y) =
f(z) = A, absurdo, pois deveria haver apenas 2 valores distintos em [a, b] tais que suas

imagens fossem iguais.

Questao 4

Propriedade 172. Toda funcao continua periddica f : R — R ¢é limitada e atinge valores

maximo e minimo.

Demonstracao. Seja p o periodo da fungao, entdo Vo € R vale f(z +p) = f(x) , a
fungao repete os valores de sua imagem no intervalo [0, p| logo estudamos a sua restrigao
ao compacto [0, p]. f|jop € continua e sua imagem é um compacto, logo ela possui maximo

e minimo, existindo z1,z2 € R tal que f(z1) é minimo e f(z2) ¢ méximo.

Questao 5

Propriedade 173. Seja A C R compacto. Se f: A — R e continua entao
Ve>0,3c. >0 | |ly—z|>e=|f(y) — f(x)| < cly — .
Demonstracao. Vamos usar a contrapositiva
Je>0,Ve. >0 ly—zx| >celfly) — f(x)] > cly — x| > ce

a relagao |f(y) — f(z)| > c.e Ve > 0 implica que f(A) nao é limitado, logo f nao pode

ser continua, pois a imagem do compacto A seria o compacto f(A) que é limitado.
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1.8.4 Continuidade uniforme
Questao 1

Propriedade 174. Toda funcao f : N — R é uniformemente continua.

Demonstragao. Podemos tomar § < 1 dai |x — y| < § implica x = y, que implica

[f(z) = fy)l =0<e

N ¢é fechado, porém nao é limitado, toda sequéncia é uma funcao uniformemente

continua.

Propriedade 175. Se toda funcao f : A — R é uniformemente continua entao A é

fechado, porém nao necessariamente compacto.

Demonstracao. Usaremos a contrapositiva. Se A nao é fechado entao existe funcao
f A — R que nao é uniformemente continua. Daremos entao um exemplo desse tipo de
funcdo. Como A ndo deve ser fechado entdo deve existir a € A tal que a ¢ A, tomamos
f: A — R definida como f(z) = " i

uniformemente continua.

o limite lim f(x) ndo existe entdo A nao pode ser
a T—a

Questao 2

Exemplo 51. A funcdo f : R — R dada por f(z) = sen(x?) ndo é uniformemente

continua.
1
Tomamos x, = 4/ (n + 5)7 e Y, = \/nm, entao
1 3
Yn — Ty = (n+§)7r—\/n = — 0

onde acima racionalizamos a fragao. Porém

1 1
F(yn) = f(zn) = sen((n + 5)m) — sen(nm) = sen((n + 5)7)

e tal sequéncia nao tende a zero.
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Questao 3

Propriedade 176. Dada f : A — R uniformemente continua, definimos ¢ : A — R como

g(x) = f(x) se x € A é um ponto isolado e g(a) = lim f(x) se a € A". Nessas condigoes g
T—a

¢ uniformemente continua e vale g(x) = f(z) Vo € A.

Demonstracao. Vamos mostrar inicialmente que vale g(z) = f(z) Vo € A. Se z é
ponto isolado sabemos por defini¢ao de g que tem-se g(z) = f(z). Seja agora um ponto
a € A que nao seja isolado, entao existe (z,) € A tal que limx,, = a, por f ser continua
vale que lim f(z,) = f(a) = 11?1_13 f(z) = g(a), onde a dltima passagem foi pela defini¢ao
da g. Fica provado entao que g(z) = f(z) Vo € A.

Vamos mostrar agora que g é uniformemente continua. f é uniformemente continua,
dal para z,y € A com |z — y| < 0 tem-se |f(x) — f(y)| < g, sendo a,b € A existem
(), (yn) em A, tais que limx,, = a, limy, = b, se |a — b < ¢ temos |z, — y,| < 0 para n

grande, por causa da desigualdade
|xn_yn| < |xn_a|+|yn_b|+|a_b|

isso implica que | f(z,) — f(yn)| < %, passando o limite temos |g(a) — g(b)| = lim | f(x,,) —

€
flyn)] < 3 daf g é uniformemente continua.

Questao 4

Propriedade 177. Seja f : R — R continua. Se existem lim f(x) =L e lim f(z) =1

T—00 T——00

entao f é uniformemente continua.

Demonstracgao. Pela definicao de limite temos que

QV€>OE|A>O|:B>A:>|f($)—L|<Z
9

.V5>OHB>O\x<—B:>\f(:c)—l]<4

Sex > A,y > A vale que ]f(x)—L]<Ze]f(y)—L\<— dal

|ﬂ@—f@ﬂ§ﬁ@%4wﬂﬂ@—u<i+izg

Da mesma maneira se © < —B,y < —B vale que |f(z) — ] < Z elfly) =1 < Z, daf

9 9

!ﬂw—f@NSUQ%JMHﬂw—H<Z+4:§
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O conjunto [—B, A] é compacto, entdao f é uniformemente continua em tal conjunto, dai
se z,y € [-B,A] com |z —y| <6 tem-se |f(z) — f(y)| < g. Casox < —Bey€ |[-B,A]
com |x —y| < 0 temos também que | — B —y| < |z —y| < 4, pois x < —B < y, a distancia

de y até B é menor que a distancia de y até x, portanto
€

(@) = FW)| < (@) = F(=B)| +|f(=B) = f)l < 5 + 5

Da mesma forma se © > Aey € [-B,A] com |z —y| < §d valey < A < X dai

=¢&.

|A—y| < |z —y| <0 evale

£() = F) < 1f(@) = FA]+1£(A) = fl)] < 5 +

3

228.

Concluimos que f é uniformemente continua em qualquer um dos casos

e r,y>A
ezc[-BAy>A
o 1,y € [—B,A]

e 1.y < —bB.

Logo f é uniformemente continua em R.

Exemplo 52. Suponha f: R — R continua , entdao g : R — R dada por g(z) = f(z) —
também ¢é continua, se existem lim g(z) = L e lim ¢(x) = [ entdo ¢g ¢ uniformemente
Tr—00 T—r—00

continua. A soma de fung¢oes uniformemente continuas é uniformemente continua entao

g(x) + x = f(z) também é uniformemente continua.

Questao 5

Propriedade 178. Se f,g : A — R sao uniformemente continuas, entao f + g é unifor-
memente continua.

Demonstracao. Dado ¢ arbitrario existe §; > 0 tal que |z—y| < 6; = |f(z)— f(y)| <
g e d; > 0 tal que |z —y| < d2 = |g(z) — g(y)| < % tomando ¢ = min{dy, d} segue que
lg(x) —g(y)| < g el|f(z)— fly)| < %, pela desigualdade triangular tem-se

9(2) + £(@) = 9y) = FW)] < lg(a) = 9(u)| + 1F () = F9)] < 5 + 5

logo f + g é uniformemente continua.
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Propriedade 179. Sejam f,g: A — R limitadas e uniformemente continuas, entao f.g

é uniformemente continua.

Demonstracao. Tomamos duas sequéncias (z,), (y,) em A tais que limy,, — z, = 0.

Escrevemos
FWn)-9(n) — f(2n)-9(xn) = f(Wn)-9(Wn) — f(@0)-9(Wn) + f(20)-9(Yn) — f(20).9(zn) =
= [f(yn) = f(@n)] 9(yn) + f(20) [9(yn) — 9(20)] =0

. J/ ~

Vv VvV
—0 —0

pois (f(x,)) e (9(yn)) sao limitadas, usamos também que f e g sdo uniformemente con-
vergentes e o critério de sequéncias. Portanto vale que lim f(y,,).9(y,) — f(x,).g(z,) e dai

f.g é uniformemente continua.

Propriedade 180. Dadas f,g : A — R uniformemente continuas, entao h,t : A — R

dada por h(x) = maz{f(z), g(z)}e t(x) = maz{f(z), g(x)} sdo uniformemente continuas.

(@) +gla) +11(0) = g@)] Ly
2

, dai h e g sao uniformemente continuas.

Demonstragao. Vale h(z) = max{f(z),g(x)} =

ming f(2), g(a)} = { @ 9@ —Q\f(fﬂ) — 9(z)|

1.9 Capitulo 8-Derivadas

1.9.1 A nocgao de derivada
Questao 1

Propriedade 181 (Caracterizacao de Carathéodory). f é derivavel em a < existe g :

A — R continua em a tal que f(z) = f(a) + g(z)(z — a) Vo € A.

Demonstracao. <) . Suponha que existe g : A — R continua em a tal que f(x) =

f(a) + g(z)(x — a), dai para = # a tem-se

= f'(a) = g(a),

i ; ; ~ . . z)— fla
como existe lim g(az) por g ser continua em a, entao existe lim —f( ) / ( )
r—a r—a Tr— Qa

logo f é derivavel.
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=). Supondo que f seja derivdvel, entao podemos escrever f(a+h) = f(a)+ f'(a)h+
h
r(h), se h # 0, definimos g(a + h) = f'(a) + Lh)’ se h = 0 definimos g(a) = f(a), entao
vale que

fla+h) = f(a)+gla+h).h
h
se h # 0 e se h = 0 também, além disso g é continua em a, pois de g(a+h) = f'(a)+ #,
tomando lim, tem-se
h—0

lim g(a + h) = f(a) = g(a).

h—0
Questao 2

Propriedade 182 (Teorema do sanduiche para derivadas). Sejam f,g,h : X — R tais
que para todo x € X se tenha

f(z) < g(z) < h(z)
. Se num ponto a € X N X' tem-se f(a) = h(a) e existem f'(a) = h'(a) entdo existe
g'(a) = f'(a) .

Demonstracao. Da identidade f(a) = h(a) e da desigualdade f(z) < g(x) < h(x),

temos
fla) < g(a) < h(a) = f(a), = g(a) = f(a) = h(a)
tem-se também

fla+h)<gla+h)<h(a+h), & fla+h)— f(a) <gla+h)—gla) <h(a+h)—h(a)

pois f(a) = h(a) = g(a), como as derivadas f'(a) e h'(a) existem, entdo também existem

as derivadas laterais
fila) = f(a) = f'(a) = ¢'(a) = hy(a) = W' (a)
dividindo a ultima desigualdade por & > 0 e tomando o limite a direita segue

f’(a) < lim g(a+h) _g(a> < f/(a)

T h—0t h

e dividindo por A < 0 e tomando o limite a esquerda

glath) — gla) _

fa)z Tim SEHZID 5 p(q)
g 200 —0(@) o ala ) —gle)

h—0~ h—0*+ h
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Questao 3

Veremos um lema que ajudara na proximo resultado.

Lema 1. Sejam (a,) e (b,) sequéncias limitada tais que a,, + b, = 1Vn € N, (2,,) e (t,)

com o mesmo limite a, entao lima,.z, + b,.t, = a.

Demonstracao. Escrevemos
Up-Zp + by by = ap.2p — a.a, +a. a, +b,.t, = ay(z, —a) +a(l —by) + byt =
—
=1-b,
=ay(z, —a)+a—ab, +byt, =a,(z, —a)+a+b,(t, —a)
dai
lima,(z, —a) +a+ b,(t, —a) = a =lima,.z, + b,.t,

pois a, e b, sao limitadas e z, — a,t,, — a tendem a zero.

Propriedade 183. Seja f : A — R derivavel em a. Se z, < a < y, Vn e limzx, =
limy, = a entao lim Fn) = Frn) = f'(a).
Yn — Tn

Demonstragao. Comecamos com uma manipulacao algébrica

fln) = f(@n) _ flyn) = fla) = flan) + fla) _ flyn) = fla) — flxn) = fla) _

T =) (=2 (flan) = )

Yn — Tp
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i < 1, pois

n — Tn

observamos que (t,) é limitada pois z, < a =y, —a < y, — T, =
Yn > x, dai podemos dividir por y, — x,, sem alterar a desigualdade. Da mesma maneira
< 1, logo (t,) é limitada, o mesmo vale para 1 — t,,

Yn — @

vale 0 < y, —a edal 0 <
Yn — Tn
logo aplicamos o lema anterior que nos garante que

=) _ g (£ =@y (4
ey "o

-~

li
yn — In
—f'(a)

Questao 4
Exemplo 53. Seja f : R — R dada por f(z) = z’sen(—) se z # 0 e f(0) = 0, tomamos
x

, dai vale limz, = limy, =0

1 —_—

xn:%eyn_nw—kg
flz,) = (mlr)Qsen(mT) =0
B 1 T (=1
f(yn) = msen(nﬂ + 5) = (7’L7T T %)2
pois sen(nm + z) = sen(nm) cos(g) + sen(=)cos(nm) = (—1)", dai
=0
fWn) = f(xn)  flyn)
Yn — Tn B Yn — Tn
1 1 nmT —nmw — 3 -3
Yn — Ly = -—= =
nt+% nr  (nm+5)(nw)  (nm 4 5)(nm)
flyn) = flan) _ (=" o =yt (=
e %)2.2n(n7r+ 2) e T s %)2
! 2 — _—1.2 e para n impar tem-se

Yn — Tn
s

que nao converge, pois para n par temos
(m+5-)
.2 — —.2 duas subsequéncias convergindo para valores distintos, logo a sequéncia

1
(m+5-)
nao converge.

Tal fungao é derivavel no 0, pois
z?sen(
X

(e

|=

-0 1
lim ) = lim zsen(—) =0
z—0 T z—0 x
em outros pontos distintos de 0 a funcao também é derivavel por ser produto de fungoes

derivaveis.
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Questao 5

Propriedade 184. Se f: A — R é derivavel em a € int(A) entao

@t —fa=h)
T o —

Demonstracao. Como f é derivavel em a € intA podemos escrever f(a + h) =
h
f(a)+ f'(a)h+7r(h) onde }lLiI%Lh) = 0, podemos tomar f(a—h) = f(a)— f'(a)h+r(—h),
—

subtraindo as duas expressoes e dividindo por 2h, tem-se

flat+h)—fla—h) r(h) —r(=h)
2h =St =
—0
tomando o limite segue que
h) — —h
flat+h)— fla—h)

pode existir porém a funcao pode nao

E lo 54. O limite li
xemplo imite lim 5
ser derivével em a, considere por exemplo f : R — R dada por f(x) = |z|, no ponto a = 0

ela nao é derivavel porém

N T [

h—0 2h h—0 2h =0

1.9.2 Regras operacionais
Questao 1

Propriedade 185. A funcao f: R — R com f(x) = e para x # 0 e f(0) = 0, satisfaz
D" f(0) = 0 para todo n € N.

-

1
Demonstragao. Para x # 0 vale f"(x) = g,(—)e+* onde g, é um polinémio. Tal
x

g

1 -
resultado segue por indugao sobre n, pois paran = 1 a identidade se verifica f'(z) = —36721
x
pela regra da cadeia. Supondo a validade para n, vamos provar para n + 1
-1 1.2 =« 1 ,, 1. 21 1.2 1 ,,1

P @) = (@) = (00(2)eH) = 0a(0) R~ (e = (gu(0) 5

-1
) gh()e

X
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Agora provamos por inducao que D" f(0) = 0 para todo n € N. Para n = 1 temos

1
=lim —— = lim = =0.
z—0 X z—0 res? y—oo Y

x

Supondo que D" f(0) = 0, provamos agora que D" f(0) = 0

n _ n n 1 ;Tl
Drf(0) = tig 2@ = DOy D@ g eG)e
z—0 T z—0 X z—0 X
i Y0 _
y—oo Y

logo fica provado que D" f(0) = 0 para todo n natural.

Questao 2

Propriedade 186. Sejam I um intervalo aberto , f : I — R de classe C*. Se f(I) C J

e g:J— Réde classe C? entdo a composta go f : I — R é de classe C.

Demonstracao. Pela regra da cadeia a funcio go f é de classe C*, pois é derivavel e
vale (go f)'(z) = f'(x).¢'(f(2)) , ¢'(f(x)) é continua pois f é continua e ¢’ é continua, da
mesma maneira [’ é continua logo o produto das funcoes também é uma funcao continua.

Definindo h : I — R com h(z) = (go f)'(z) = f'(z).¢'(f(z)), vamos mostrar que tal
funcao é derivavel e possui derivada continua.

f" é derivavel pois f pois é C2. ¢’ o f é derivével, pois dado a € I arbitrario existem
f'(a) e ¢"(f(a)) pois f e ¢’ sdo derivaveis. Portanto f'.(¢" o f) = h é derivdvel, valendo a
regra da cadeia

W(z) = ['(2).9'(F(@)) + [(2)g"(f(x))
como f”, ¢ o f, f' e ¢’ o f sdo continuas , segue-se que h’ é continua, portanto h é C*,

que implica g o f ser C2.

Questao 3
Propriedade 187. Seja f : I — R de classe C? com f(I) = J e f(x) #0 Vz € I. Entdo
f~':J = R éde classe C?.

Demonstragao. Temos que f ¢ derivavel em z € [ arbitrario, valendo f'(z) # 0 ,

supondo g = f~! continua em f(z) = y segue pelo teorema da derivada da inversa que
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1
como f é C? tem-se que f' é derivavel e dai —, também ¢ derivavel portanto

_f//<x) _ / !

dessa expressao tiramos que ¢’ é derivavel e continua pois f” e f’ sao continuas, logo
g éC?.

O calculo explicito de ¢”(y) nos d4

" o —f”(l’)
7= P

Questao 4

Propriedade 188. Seja f : R — R uma fungdo par C*°, entdo vale D" f(—x)
(—1)"D" ().

Demonstracao.

Por indugao sobre n, temos que f(—x)
regra da cadeia tem-se —f'(—x)

f(x), derivando pela
f'(z), logo a propriedade vale para n = 1. Suponha

que vale para n, D" f(—x)

(=1)"D" f(z), vamos provar a validade para n 4+ 1. Seja
g(x) = D" f(x) entdo g(—x) = D" f(—x) e vale

derivando pela regra da cadeia tem-se ¢'(—z) = (—1)"¢/

g (x) portanto

D™ f(—a) = (=1 D f(a).

Corolario 29. Se n é par tem-se D"f(—z) = D"f(xz) e se n é impar D" f(—x)
—D"f(x).

Se uma funcao g é fmpar ela satisfaz g(z)

9(0)

—g(—x) dai tomando z = 0 tem-se
—g(0), portanto g(0) = 0. Dai segue que se f é par e n impar entao D" f(0) = 0.

Propriedade 189. Seja f : R — R uma fungao impar C*°, entao vale D" f(—x)
(=)™ 'D" f ().

Demonstracao. Por inducao sobre n, temos que f(—z)
regra da cadeia tem-se — f'(—x)

—f(z), derivando pela
—f'(x) = f'(—z) = f'(x), logo a propriedade vale
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para n = 1. Suponha que vale para n, D"f(—z) = (=1)""'D"f(z), vamos provar a

validade para n + 1. Seja g(x) = D" f(z) entao g(—x) = D" f(—x) e vale

g(=) = (=1)""g(x)
derivando pela regra da cadeia tem-se ¢'(—z) = (—=1)"¢'(z) = (—1)""¢/(x) portanto

D" f(—a) = (~1)"2 D" f(a).

Questao 5

Propriedade 190. Seja f : R — R k vezes derivavel tal que f(tx) = t*f(x)V t,x € R.
D*f(0) & &

X r = CT .

k

Demonstracao. Aplicamos <7 ba identidade f(tx) = t*f(x) , isto é, derivamos k

vezes em relagao a t , aplicando a regra da cadeia.

Usamos que D* f(tz) = 2% f®)(tz) e llz—'ktkf(x) = f(x) logo

Nessas condigoes temos f(z)

k
/) = f)
tomando t = 0 tem-se
e
TV = f@)

Em especial se k =1, f(z) = z.f'(0) = c.x.

1.9.3 Derivada e crescimento local

Questao 1

Propriedade 191. Se f : R — R é de classe C' entdo o conjunto dos seus pontos criticos

¢é fechado.

Demonstracao. Definimos
F={zxeR| f(x)=0}.

Podemos ver que F' é fechado de diversas maneiras, como R ¢é fechado segue por resultado
ja demonstrado na parte de funcoes continuas do texto que F' é fechado, podemos olhar
também para R\ F ={z € R| f'(z) <0} U{z € R| f'(x) > 0} como R é aberto segue

que esses dois ultimos conjuntos sao aberto, portanto F' é fechado .
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1
Exemplo 55. Seja f : R — R dada por f(z) = 1'28671(—) -+ 1%, sex#0e f(0)=0.A
x

derivada no ponto zero é

[y

lim
x—0 €x x—0

xzsen(;) + 35 1 1
= lim xsen(—) + —

T

a derivada em outros pontos é dada por

f(x) = 2xsen(§> — cos(%) + %3

1 1
Podemos tomar x # 0 arbitrariamente perto de 0 tal que sen(—) = 0 e cos(—) =1
x T
daf tem-se f'(z) < 0, da mesma maneira com x # 0 arbitrariamente préximo de zero com
1 1
sen(=) =1, cos(=)=0¢e f'(z) > 0.
() () f(z)

Como [ é continua existem pontos muito proximos de zero tais que f'(z) = 0 (pontos

criticos), daf temos sequéncias de pontos criticos que tendem a zero, porém f'(0) > 0.

Questao 2

Propriedade 192. Seja f : (a,b) — R derivavel e ¢ um ponto critico de f, se existe

0 > 0 tal que

1. Se f'(z) > 0 paraz € (c—4,c¢) e f'(x) <0 para x € (¢,c+0) entdao ¢ é um maximo
local de f.

2. Se f'(x) <Oparax € (c—d,c) e f'(x) >0 parax € (¢,c+ ) entdo ¢ é um minimo

local de f.

Demonstracgao.

1. f é nao-decrescente em (¢ — d,c¢) e f é nao-crescente em (c,c+ ¢) . Dado qualquer
y € (c — 0, c¢) existe uma sequéncia de pontos (y,) em (y, ¢) tal que limy, = ¢, vale
que f(y) < f(y.) pelo fato da funcao ser ndo-decrescente, tomando o limite e usando
a continuidade segue que f(y) < f(c¢). Da mesma maneira, dado = € (¢, c+9) existe
(x,) em (¢, x) implicando que vale f(z) < f(x,) pelo fato da fungao ser nao-crescente

entdo tomando o limite e usando a continuidade tem-se que f(x) < f(c).
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Resumindo para quaisquer z € (c,c + d),y € (c — d,¢) vale que f(y) < f(c) e

f(z) < f(c) entao ¢ é um méaximo local de f.

2. f é nao-crescente em (¢ — 0,¢) dai para qualquer = nesse conjunto tomamos uma
sequéncia (x,) em (z,c) que converge para c, vale f(z,) < f(z), por continuidade
passando o limite tem-se que f(c) < f(z). f é ndo-crescente em (c,c+ 6), dado
y nesse intervalo tomamos uma sequéncia (y,) em (c¢,y) tal que limy, = ¢, temos
f(yn) < f(y), tomando o limite, temos por continuidade que f(c) < f(y), como vale
fle) < f(y) e f(e) < f(x) para x € (¢ — 0,¢),y € (¢,c+ J) tem-se que f(c) é ponto

de minimo local de f.

Corolario 30. e Seja ¢ ponto critico e f’ nao-crescente para x € (¢ — §,¢) tem-se
x < ¢ implicando f'(z) > f(c) =0ey € (¢,c+46) implicay > ce f'(c) =0> f'(y),

entao ¢ é ponto de maximo.

e Se f"(z) < 0,Vx € (c —e,c+ ¢) entdao f' é nao-crescente portanto ¢ é ponto de

maximo.
e Se f” for continua em c e vale f”(c) < 0, entao por continuidade vale o item anterior.

Resultados similares valem para minimo.

Corolario 31. e Seja ¢ ponto critico e f' ndo-decrescente para x € (¢ — 0, ¢) tem-se
x < ¢ implicando f'(z) < f(¢) =0ey € (¢,c+46) implicay > ce f'(c) =0 < f'(y),

entao ¢ é ponto de minimo.

e Se f"(x) > 0,Vx € (c —&,c+ ¢€) entdao f' é nao-decrescente portanto ¢ é ponto de

minimo.
e Se f” for continua em c e vale f”(c) > 0, entao por continuidade vale o item anterior.

Definigao 12 (Ponto critico nao-degenerado). Seja f : I — R derivavel no intervalo

aberto I. Um ponto critico ¢ € I é dito ser nao-degenerado quando f”(c) # 0.

Propriedade 193. Todo ponto critico nao degenerado é um ponto de maximo local ou

minimo local.
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Demonstragao. Se vale f”(c) > 0 entdao ¢ é um ponto de minimo e se vale f”(c) <0

entao ¢ é um ponto de maximo pelos resultados anteriores.

Questao 3

Propriedade 194. Sejam f : I — R, ¢ € I um ponto critico nao degenerado, entao

existe d > 0 tal que ¢ é o unico ponto critico de f em (¢ — J,c + 9).

Demonstracao. Vale f”(¢) > 0 ou f”(¢) < 0, supondo a primeira condigao existe
0 > 0 tal que
c—d<z<c<y<c+d= f(z)< fc) < fly)
—~
=0
logo s6 existe um ponto critico no intervalo (¢ — d,¢ 4+ ) que é no ponto c. No caso de
f"(c) < 0 segue que existe § > 0 tal que
c—d<z<c<y<c+d= fly) < fl(c) < f(x)
=0

dai concluimos o mesmo do caso anterior.

Propriedade 195. Se f é de classe C' num conjunto compacto K C I em que todos

pontos criticos de f sao nao degenerados, so existe um numero finito deles.

Demonstragao. Suponha por absurdo que exista uma infinidade de pontos (c;,)
criticos nao-degenerados em K. (c,) é limitada logo possui subsequéncia convergente,
passamos a tal subsequéncia convergente que também simbolizaremos por (¢,). lime, =
¢ € K pois K é fechado. V ¢, vale f'(¢,) = 0, como f" continua tem-se que lim f'(¢,) =
f'(¢) = 0, daf ¢ é ponto critico, porém isso é absurdo pois deveria existir 6 > 0 tal que
(¢ —d,c+6) N K tivesse apenas um ponto critico de K mas nessas condigoes teria uma

infinidade pois lim ¢,, = ¢ com cada ¢, € K.

Questao 4

Propriedade 196. Se o ponto critico ¢ da funcao f : I — R é limite de uma sequéncia
de pontos criticos ¢, # ¢ e f”(c) existe entao f”(c) = 0, nessas condigoes ¢ ¢ um ponto

critico degenerado.



CAPITULO 1. SOLUCOES-ANALISE REAL VOLUME 1 (ELON FINO) 112

Demonstragao. Se f”(c) existe entao para qualquer sequéncia (¢, ) — ¢ devemos ter

f'(en) = f'(0)

ch—c f'@),

lim

tomamos entao a sequencia de pontos criticos e vale

f'(en) = J'(€)

Cp — C

lim

— 0 — fl/(c)7
pois f'(ca) = f'(c) = 0.

Questao 5

Propriedade 197. o conjunto dos pontos de méximo ou de minimo local estrito de

qualquer funcao f : R — R é enumerével.

Demonstracao. Seja M o conjunto dos pontos de méximo local estrito de f, vamos
mostrar que M é enumeravel. Para cada ¢ € M podemos tomar racionais I.., S, tais que
c € (1. S.) e cseja o ponto de méaximo estrito de (1., S.) \ {c}, isto é, Vo € (1., S.) e x # ¢
vale que f(c) > f(z).

Seja B o conjunto dos intervalos da forma (p,q), com p e ¢ racionais, tal conjunto é
enumeravel pois em bijecao com um subconjunto de ) x ) que é enumeravel. Definimos
a funcao f : M — B tal que f(d) = (I4,Sq), tal funcao é injetiva, dado ¢ # d nao vale
c€ (14,5 ede€ (I, S.), pois se fosse teriamos f(c) < f(d) e f(d) < f(c), que é absurdo,
entao tais intervalos devem ser diferentes e portanto f é injetiva implicando que M é
enumeravel.

O argumento para pontos de minimo é o mesmo, s6 trocamos as desigualdades na
demonstracao acima.

Seja m o conjunto dos pontos de minimo local estrito de f, vamos mostrar que m é
enumeravel. Para cada ¢ € m podemos tomar racionais I., S, tais que ¢ € (I, S.) e ¢
seja o ponto de minimo estrito de (1., S.) \ {c}, isto é, Vo € (I.,S.) e © # ¢ vale que
1) < f(@).

Definimos a fun¢ao f : M — B tal que f(d) = (14, Sq), tal fungao é injetiva, dado
¢ # dnao vale ¢ € (14,5;) e d € (1., S.), pois se fosse terfamos f(c) < f(d) e f(d) < f(c),
que ¢ absurdo, entao tais intervalos devem ser diferentes e portanto f ¢ injetiva implicando

que m é enumeravel.
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1.9.4 Funcgoes derivaveis num intervalo
Questao 1

Propriedade 198. Seja g : I — R continua, exceto em c. Se existem lim g(x) =1l e
Tr—Cc—

lim g(z) = L com [ # L entao nao existe f : [ — R com f' = g.
Tr—Cc—

Demonstracao. Como g ¢ descontinua em ¢ e possui os limites laterais entao existe

0 > 0 tal que
c—d<zr<c<y<ct+di=glx)<l—-e<L+e<g(y)

tomamos d # g(c) em (I —¢,L +¢). Vale g(c—0) <l+¢ee g(c+J) > L — e mas nao
existe © € (¢ — d,c+ ) tal que g(z) = d. Se g fosse derivada de alguma funcao, entao

pelo teorema de Darboux existiria x em tal intervalo tal que g(x) = d.

Questao 2

Exemplo 56. Seja f : R" :— R dada por f(z) = , determinar os intervalos de

In(x)

crescimento e decrescimento de f, seus pontos criticos e seus limites z — 0 e x — o©.
1 —1In(z)

5 pela regra do quociente, o ponto critico da
x

Calculamos a derivada f'(x) =
fungao acontece quando In(z) = 1 logo x = e, a derivada é positiva quando 1 — In(z) >
0,1 > In(z) daf = < e, a derivada é negativa quando 1 — In(z) < 0,1 < In(x) dai = > e.

Entao temos
e Para z < e, f é crescente.

e Para z > e, f é decrescente.

1 1
Vamos mostrar que lim n(z) = —o0e lim n(z)

= (. Para o primeiro limite tomamos
z—0 x Tr—00 T

x da forma 2%, dai
2" In(27") =2".(—n)In(2) - —0

In(z
logo lil% L = —oo pelo fato de f ser crescente para x < e. Para o outro limite tomamos
T—r €T

x = 2" logo
In(2") In(2)

= — 0
on~ on
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logo lim = 0 pois f é decrescente para x > e.

T—00

Questao 3

er e*(x —1)
———— logo

Exemplo 57. Seja g : RY — R com g(x) = —. Calculamos ¢'(x) =
x

1
temos ponto critico apenas para x = 1. Vale que ¢* > 0 e — > 0, daf o sinal de ¢'(z)

22
depende de x — 1.
e Se x> 1 entdo ¢'(x) > 0 e g é crescente.
e Se x < 1 entdo ¢'(z) <0 e g é decrescente.
. e” : 1 :
Vale hn% — = 00, pois tomando da da forma x = In(1+ 2—) temos com esse x aplicado
z—0 n
a funcao
1 1
1+ —=)——< = ©
( 2n ) In(1+ 5%)
< . €F
como a funcao é decrescente para r < 1 entao lmé — = o0. Da mesma forma, vale que
x—0
61’
lim — = oo, pois f é crescente para > 1 e tomando = = In(n) tem-se
r—00 I
6ln(n) n .
= 00
n In(n)
In(n
pois (n) — 0.
Questao 4

Exemplo 58. Prove que
T
(==, =)~ (1,1
o sen:(~2,7) 5 (-11)
e cos: (0,m) — (—1,1)
T T
tg: (—=,=) = R
1 g ( 272)

sao bijecoes com derivadas nao nulas e calcule a derivada das funcoes inversas arcsen, arccos

e arctg.



CAPITULO 1. SOLUCOES-ANALISE REAL VOLUME 1 (ELON FINO) 115

e (sen(x)) = cos(z), que nao se anula em (—g, g), para z nesse intervalo vale que

cos(z) = (sen(x))’ > 0 logo a fungao é crescente. A imagem da fungdo é (—1,1),
pois sen(%ﬂ) = -1, sen(g) = 1 e a funcao é continua. Como ela é crescente,

entao temos bijegao.

e Da mesma maneira com cos, temos (cos(z))" = —sen(z) em (0, 7) sen(z) é positivo,
logo —sen(z) < 0, portanto cos é decrescente. Vale cos(0) = 1 e cos(m) = —1 e
a fungao é continua logo sua imagem ¢ o intervalo (—1,1), além disso a derivada

nunca se anula em (0, 7) . Pelo fato da funcao ser decrescente temos bijecao .

T
e A derivada de tg(z) é sec’(z) > 0 em (—5, 5), portanto a fungao é crescente. Vale
s
lim tg(x) = oo, tomamos x = 5 aplicando na funcao e simplificando
TG n
1
cos(=
sen(:)
portanto lim tg(x) = 0o, de maneira semelhante mostramos que lim tg(z) = —oc.
T 1
Tomamos x = —5 + — , aplicando na funcao e simplificando
n
1
cos(=
)
sen(:)

Pelo fato da funcao ser continua segue que sua imagem é R, por ser crescente, temos

bijecao.

Todas essas fungoes sao bijecoes, logo podemos definir suas fungoes inversas.

1
V1—a?

Demonstragao. Tomando arcsen(z) = y entao sen(y) = x, derivando y'cos(y) = 1

Propriedade 199. Dlarcsen(x)] =

1
e daf ¢ = como cos*(y) = 1 — sen’(y) segue que cos(y) = /1 — sen?(y) e
co5(3)
gL
V1—2?
—1



CAPITULO 1. SOLUCOES-ANALISE REAL VOLUME 1 (ELON FINO) 116

Demonstracao. Tomando y = arccos(z) tem-se cos(y) = = e dai —y'sen(y) = 1 logo

1
sen(y)

/

v Vi—a2?

1
Propriedade 201. Vale D[arctg(r] = — 1
x

Demonstracao. Se arctg(z) = y entdo tg(y) = z, derivando ambos lados tem-se
y'sec’(y) = 1logo y = ()’ Da identidade sec?(y) = tg*(y) + 1 entdo sec®(y) = x> +1
sec?(y

de onde segue

Questao 5

Propriedade 202. Sejam f derivavel em I, A= {f'(z) |z € I} e

B:{%,x%yel}.
Vale que
e BCA
e B=A

e sup(B) =sup(A) e inf(B) = inf(A).

Demonstracao.

fly) — f(z)

e B C A, pelo TVM que diz z,y € I entao existe v < ¢ < y tal que —————= =
y—x
f(e).

e B C A implica que B C A, por definicdo de derivada temos que A C B dai A C B

implicando finalmente que B = A.
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e Da relacdo A C B temos que sup(B) < sup(A) porém nao pode valer sup(A) >
sup(B) pois sup(B) € A (de A = B) da mesma relacio temos inf(B) > inf(A) e
nao pode valer inf(B) > inf(A). Portanto sup(B) = sup(A) e inf(B) = inf(A).

O conjunto A pode estar contido em B propriamente, um exemplo e a funcao de lei
flx)=2% temos A= {32* |z €l}eB={y’+yr+a’|z#yecl|xzecl}o

primeiro conjunto contém o ntimero 0 o segundo nao contém o ntimero zero.

Questao 6

Propriedade 203. Seja f : (a,b) — R limitada e derivdvel. Se nao existir lim f(z) ou

r—at

lim f(x) entao para todo ¢ € R existe z € (a,b) tal que f'(x) = c.

a—b—
Demonstragao. Vamos mostrar que f’ ¢ ilimitada superiormente e inferiormente.
Suponho por absurdo que f’ fosse limitada inferiormente, entao valeria f'(z) > m Vu,
daf tomando g : (a,b) — R dada por g(x) = f(z) — max terfamos ¢'(z) = f'(x) —m >0,
logo g seria nao-decrescente e limitada e por isso existiriam os limites laterais lim+ g(x)

T—ra

ou lim g(z) e o mesmo valeria para f por causa da identidade g(z) = f(x) — mx, o que
b~

contraria nossa suposicao . Da mesma maneira f’ nao pode ser limitada superiormente.

Suponho por absurdo que f'(z) < M Vz, daf tomando g : (a,b) — R dada por

g(z) = —f(z) + Mz terfamos ¢'(z) = —f'(x) + M > 0, logo g seria ndo-crescente e

limitada e por isso existiriam os limites laterais lim+ g(x) ou lirgl g(x) e o mesmo valeria
Tr—a T—0"

para f por causa da identidade g(x) = —f(z) — Mz, o que contraria nossa suposigao

novamente.
Entao f’ nao é limitada inferiormente ou superiormente, entao dado qualquer ¢ € R
existem x1,x2 € (a,b) tais que

f(z1) < e < fl(x2)

dai segue pelo teorema de Darboux que existe x3 com x1 < x3 < x9 tal que f(x3) = c.

Questao 7

Propriedade 204. Seja f : [a,b] — R continua e derivavel em (a,b) com f'(z) >0, YV €

(a,b). Se {z € [a,b] | f'(x) = 0} é finito entdo f é crescente.

Demonstragao. Como vale f'(x) > 0 entdo f é nao-decrescente. Suponha por

absurdo que f nao seja crescente, entao existem x < y € (a,b) tais que f(z) = f(y) dai
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f é constante no intervalo [z,y], pois dado z € [x,y] vale que f(x) < f(2) < f(y) = f(x)
pois f é nao-decrescente, logo f(z) = f(x) = ¢ nesse intervalo e f'(z) = 0. Nesse caso
a derivada seria nula numa quantidade infinita de pontos, o que contraria a hipotese ,

portanto f é crescente.

Questao 8

Propriedade 205. Seja f de [ em R uma fungao continua em um intervalo I tal que

f'(x) = 0 para todo x € I, entdo f é constante.

Demonstragao. Sejam dois pontos a e b em A, com b > a pelo TVM existe a € A

tal que f'(a) = w = 0, logo temos que ter f(b) — f(a) =0, logo f(b) = f(a) o

que implica a funcao ser constante, dada a arbitrariedade dos pontos a e b escolhidos em
A.
Demonstracao.[2-Intervalos encaixados| Suponha por absurdo que f nao seja cons-

tante em I, entao existem a,b € I tais que

a:=|[f(a) = f(b)| >0

em uma das metades do intervalo [a,b] deve valer |f(by) — f(a)| > %, pois caso contrario

valeria |f(b) — f(b1)| < % e lf(b)— fla)] < %, daf pela desigualdade triangular terfamos

[f(b) = fa)l < 1F(0) = ()] + [f(br) = fla)| <

| e

+O./
— =«
2

o que contraria nossa defini¢ao inicial. Podemos continuar o processo, tomando intervalos

encaixados [ay, bg] D [aki1, bry1] com b, — a, = b2—na e (a, — b, — 0)
a |f(bn) — f(an>| -~
[ (bn) = flan)l 2 o = — P

por propriedade de intervalos encaixados, existe ¢ € [ay,, b,]V n com a,, b, — ¢ logo

/) = fla)l o

>0
b, — ay, “b—a

[f(c)] = lim

portanto nao valeria f'(z) = 0 o que contradiz a hipdtese.
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Questao 9

Propriedade 206. Seja f de I(um intervalo aberto) em R derivdvel em I. Se existe
k € R tal que |f'(z)] < k para todo = € I entdao f é lipschitziana em I(implicando

também ser uniformemente continua em I).

Demonstracgao. Pelo TVM existem y,x,a € R, y > x com « entre x e y tal que

fly) = f(z)

- = fa), fly) = f(z) =)y —=x), [fy) = F@)] =)y =)

[f(y) = f@) =1 (@)[(y — )| < K|y — )]
Demonstracgao.[2-Intervalos encaixados| Suponha por absurdo que existem a < b € [
tals que
£(b) = fa)| > k(b—a) = a>0

dai seguimos a mesma construgao da demonstrac¢ao anterior existindo ¢ € [a,,b,]V n tal

que

| f(bn) — f(an)] > a

b, — an, “b—a

=k>0

|f'(¢)] = lim

o que entra em contradi¢ao com a hipétese de | f'(z)| < k para todo z € I.

Questao 10

Propriedade 207. Seja f : [a,b] — R continua, em que a principio é garantida a dife-

renciabilidade em [a, ] \ {c} . Se existe lim f'(x) = L entao f’'(z) existe e vale f'(c) = L.
Tr—cC

Demonstracao.

Para todo x # ¢ em (a, b) existe z, entre x e ¢ tal que pelo TV M

flz) = f(o)

Tr —cC

= ['(22)

dai
f/(C) = lim M = lim f/(zz) -

Tr—cC r — C Tr—cC
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Questao 11

Propriedade 208. Seja f : [a,b] — R derivavel em (a,b), com f’ limitada no mesmo

conjunto. Se f possui propriedade do valor intermedidrio, entdo f é continua em [a, b].

Demonstracao. Basta prova que f é continua em a e b, pois nos outros pontos ela
ja é continua por ser derivavel.

f restrita ao conjunto (a,b) é uniformemente continua, pelo fato da derivada ser
limitada (aplicacao do teorema do valor médio), isso implica que os limites laterais
Ji‘iﬁ flxy=1Le Ilig{ f(z) = [ existem®
Suponha por absurdo que f(a) < L, entao existe 6 > 0 tal que x € (a,a + ¢) implica
flz) e (L—¢e,L+¢)com L—e¢ > f(a), seja f(a+3d) =t € (L —¢,L+c¢€), nao existe
r € (a,a+0) tal f(x) =y € (f(a),L — ¢), porém tomando o intervalo [a,a + §) sua
imagem contém intervalo (f(a),t) daf existe € (a,a + ) tal que f(x) € (f(a),L —¢)
que ¢é garantido pela propriedade do valor intermediario, mas isso é absurdo! Da mesma

maneira podemos argumentar para L < f(a), concluindo que L = f(a) e para o ponto b.

Questao 12

Propriedade 209. Se f : I — R satisfaz |f(y) — f(2)| < c|ly — z|* com o > 1,¢ >

0,2,y € R arbitrarios entao f é constante.

Demonstracao. De |f(y) — f(x)| < cly — x|* tomamos x = a € R fixo porém

arbitrario

f(y) — fla)]
y—a

com « — 1 > 0, aplicamos o limite de ambos os lados e pelo teorema do sanduiche segue

0<

<cly—al*!

que f'(a) =0, logo f é constante.

Questao 13

Propriedade 210. Se f é derivdvel em I e f’ é continua em a entao V z, # y, com

limz, = limy, = a entao
f(yn) = S ()

Yn — Tp

lim

= ['(a).

3Propriedade de funcdes uniformemente continuas.
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Demonstracao. Pelo TV M, para cada y,, z, existe z, entre eles tal que

f(yn) = f(n)

Yn — Tn

= f'(2a)
daf lim 2,, = a por sanduiche e lim f'(2,) = f'(a) por continuidade, logo

lim —f(yn) — f(za) =lim f'(z,) = f'(a).

Yn — T

1.10 Capitulo 9-Férmula de Taylor e aplicacoes da

Derivada

1.10.1 Formula de Taylor
Questao 1

Exemplo 59. Calcule as derivadas sucessivas da fungao f : (—=1,1) — R com f(z) =
1

11—z
Tomamos
- it —1 1 —ht 1 hrt!
P h - hk - = = —
(h) kz:% h—1 1—~h 1—-h 1—-h
hn+1 )
er(h)= T dai
hn—i—l
R(h) = f(h) = P(h) =
1—~h
. R(h) . , o .
vale lim = lim —— = 0 portanto P ¢ o polinémio de Taylor de f em 0 entao
h—0 h" h—01—h
DEO) _ ficiente do polinémio P, entao D*f(0) = k! k de 1 até
o = Gk coe ciente do polinémio P, entao D" f(0) = k! para k de 1 até n.
Questao 2

Exemplo 60. Seja f: R — R com f(z) = %, calcular as derivadas de ordem 2001
x

e 2003 de f em 0.

Usamos a identidade
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tomando y = —2°® multiplicando por x°

(—a%)"*a® _ x° _ i(_l)kx&c—%
1+ b 1+ b

k=0

/(0)

vale DF22 = q; o coeficiente de Z(—l)k$6k+5, dai se k nao é da forma 6t + 5 vale

k!
k=0
0
ar = 0 e agpys5 = D6k+5% = (=1)* que implica D*™5f(0) = (—1)*(6k + 5)!
tomando k = 333 segue que D> £(0) = —(2003)! e D?®! £(0) pois 2001 nao é da forma

6k + 5.

Questao 3

Propriedade 211. Seja f : I — R de classe C° no intervalo I, Suponha que exista
K > 0 tal que |f™(z)| < K para todo z € I e todo n € N, entdo para xg,z € I

quaisquer vale

> (k).ilf() .T—.CL’Ok
oy = 35 Mo =0t

k=0

Demonstracao. Pela funcao ser C° podemos escrever o polinomio de taylor de

ordem n )
n pk) — 0k
fla) = Z / (xo)]ilx ) + 7ro(h)
k=0
com

_ SOV (@ — @)
B (n+1)!

tomando o valor absoluto

iy = LI =) K — )]
com x, xg, K fixos, podemos aplicar o teorema do sanduiche , sendo que os limites tendem

a zero, concluimos dai que limr, (k) = 0 logo a série de taylor converge para a funcao

(k)ZL'O ZL'—.TOk
oy = 3 L0 =)

k=0
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Questao 4
Propriedade 212. Se f”(z) > 0 entao f é convexa .

Demonstracgao. Pela férmula de Taylor com resto de lagrange vale a identidade

| e o

f(@) = fla) + f'(a)(z — a) 5

com algum c entre a e x arbitrarios, dai

f(x) = fa) = f'(a)(z — a)

portanto
f(x) = f(a) + f'(a)(z —a)

desigualdade que implica f ser convexa®.
Questao 5
Propriedade 213. Seja f : I — R C? em I. Dado a € I definimos g : I — R como

Msex#aeg@l)_f/(a)'

g(x) = —

e Nessas condicoes g é de classe C'.
e SefeC®=gec(C

Demonstracgao. Pela férmula de Taylor podemos escrever

! " (‘T B a)2
fl@) = fla) + fa)(x —a) + f(a) = + R(z)
/
onde vale lim M = 0 e vale também lim M = 0 pois derivando a identidade
T—a (,CE — a)2 r—a (l‘ — a)

acima tem-se
f'(x) = f'(a) + f"(a)(z — a) + R'(x)
agrupando convenientemente e dividindo por z — a

f'(x) = (@) _ (a) = R'(x)

r—a Tr —a

4Propriedade equivalente a definicdo de funcio convexa.
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como f é C? podemos aplicar o limite lim resultando em

. R(x)
" e -1 —0.
7(@) = (@) = lim
Tem-se entao que
f(:c)—f(a)_ / " r—a R(.Z‘)
o) = D=8 a4 o) S+ 2
derivando temos que (@ @) @)
oy f'a)  R(x R(x
g(w) = 2 +:L’—a (x — a)?
tomando o limite lim segue
r—a
i () — i @) | @) _RG@)_ f(a)
z—a a2 r—a (r—a) 2
S~ ———.—
—0 —0

portanto ¢'(a) existe e vale lim ¢'(z) = ¢/(a), portanto g é C* .
r—a
Para o segundo caso procedemos de maneira similar

Pela férmula de Taylor

r —a)? r —a)
1) = f(a) + Fla)e —a) + @) T 4 @ R
/ /!
onde vale lim xR(sz ; = 0 e vale também lim (f (32) = 0 e lim (f (xcz)
Tr—a — T—a — r—a —
derivando a identidac?e acima tem-se
2
Fa) = fa) + @) —a)+ 70 " 4 rw)
agrupando convenientemente e dividindo por z — a
f,(x) B f/(a) " _ R/(ZE) " (33 _ (Z)
— . @)=+ [a)
como f é C* podemos aplicar o limite lim resultando em
Tr—a
/
(@) — f"(a) = lim &) _ g,

r—a T — a

124

= 0 pois

Derivando a identidade f'(x) = f'(a) + f"(a)(z — a) + f"(a) (z = a)” + R'(z) segue

2!
f'(x) = f"(a) + f"(a)(x — a) + R"(z)
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agrupando e dividindo por x — a

f”(l‘) B f”(a’) _ f///(a) _ R”(l‘)
r—a r—a
aplicando o limite 1i£n
lim f”(l‘) — f”<a> _ f’"(a) — 0= lim R”(m) —=0.
r—a r—a z—a T — Q
Tem-se entao que
_ _ _ 2 R
o) = TDID oy 4 ™04 ()T B
o P@) g2 =) R@) __RG)
, a e (T —a x x
g(w) = 2 + /) 2! +:1:—a_(a:—a)2
tomando o limite 1i_r>n segue
" 2 R R "
Jim g'(w) = lim : 2(a) 1) 3!a) T Exc)t (@ _(:2)2 = 2(a)
=0 5 T

125

portanto ¢'(a) existe e vale lim ¢'(x) = ¢/(a), portanto g é C* . Agora provamos que g é
T—a

2 . ~ / o f,/<a) " (:E - a) R/(&T) R(Jﬁ)
C#, derivamos a relagdo ¢'(z) = — + f"(a) o + T —a (@ —a)?
S = Wy G e ap 2y

aplicando o limite lim tem-se
T—a

1
. " o N
lim g"(z) = f"(a)5;
R R R
pois (z) — 0, () — 0 por L’Hospital e _Rlz) — 0. Portanto lim ¢"(x) = ¢"(a)
r—a (x —a)? (x —a)? za
egéC?
Questao 6

Propriedade 214. Se P : R — R ¢ um polinémio de grau n entao para a,r € R tem-se
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Demonstracao. Usamos a férmula de Taylor infinitesimal

"L p) ()t
P(a+h):Z—P ]i!m +7(h)

k=0

comz =a-+h, h=x—a logo

n_ p(k) N\k
como P é polinomio e Z (a)lgv @)

k=0

também é, segue que r(h) também é polinomio

r(h)

e tem grau até n, por ser diferenca de polindmios. Como vale lim T 0 entao vale
que rY(0) = 0 para todo t de 0 até n, se r(h) nao fosse nulo, sendo de grau s < n entao

75)(0) # 0 o que nao acontece, entdo r(h) = 0 e daf

Questao 7

Propriedade 215. Sejam f,g : I — R ambas duas vezes derivaveis em a. Se f(a) =
g(a), f'(a) = g'(a) e f(z) = g(x) Ve € I entdo f"(a) = ¢"(a).
Demonstracgao. Pela férmula de Taylor infinitesimal temos

(x —a)*
2

(x—a)?
2

usando que f(x) > g(z) e anulando os termos semelhantes temos

f(x) = f(a) + f(a)(z — a) + f"(a)

+ Ry (h)

g9(z) = g(a) +¢'(a)(z — a) + ¢"(a) + Ry(h)

(x —a)*
2

+ Ri(h) > ¢"(a) + Ry(h) =

][>0

se fosse ¢"(a) > f"(a) entdo o termo entre colchetes teria o sinal de negativo pois

r1(h) — ro(h) — 0, com h pequeno, o que nao pode acontecer, logo f”(a) > ¢"(a).
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1.10.2 Funcgoes concavas e convexas
Questao 1

Propriedade 216. Sejam f : [ — Re g :J — R convexas com f(I) C J e g néo-

decrescente. Nessas condicoes go f : I — R é convexa.

Demonstracao. Sejam tq,t5 tais que t; +t, = 1 como f e g sao convexas entao vale

f(tl.al + tz.ag) S tlf(al) + tgf(ag)

g(tryr +t2.y2) < tig(yr) + t2g(y2)

ay,az € I e y1,y2 € J.

Pelo fato de g ser nao-decrescente ela preserva a desigualdade, entao

g(f(tr.ar +ta.az)) < g(ty flar) +t2 f(az)) = g(tryr + t2.y2) < t1g(y1) + tag(y2)
S—~— S~~~
Y1 Y2

logo
9(f(tr.a1 + t2.a2)) < t1g(f(ar)) + t2g(f(az))
logo g o f é convexa.
Demonstracao.[2] Supondo f e g duas vezes derivdveis vale ¢"(z) > 0, f"(z) > 0 e
¢'(y) > 0 as duas primeiras por serem fungoes convexas e a ultima desigualdade por g ser

nao-decrescente, entao
(g0 f)(@) = f'(2)g'(f(x)).
(go fl@)" = f"(z) g (f(2)+(f'(2))*g"(f(x)) > 0
—— S e e —

>0 >0 >0 >0

portanto g o f é convexa.

Exemplo 61. Se g nao é mondétona nao-decrescente, entao g o f pode nao ser convexa,
como por exemplo, tomando g(z) = —x que é convexa, f(z) = 2* daf g(f(x)) = —2* que

nao é convexa.
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Questao 2

Propriedade 217. Se f : I — R possui ponto critico nao degenerado ¢ € int(I) e f" é

continua, entao existe § > 0 tal que f é convexa ou concava em (¢ — 6, ¢+ 6).

Demonstragao. Se o ponto critico ¢ é nao degenerado entao f”(c) > 0 ou f"(c) <0
pela continuidade de f” existe § > 0 tal que x € (¢ — §,¢ + §) implica f”(z) > 0 ou

f"(z) < 0, portanto f é convexa ou concava em tal intervalo, respectivamente.

Questao 3

Propriedade 218. A soma de fungoes convexas é uma funcao convexa .

Demonstracao. Temos que mostrar que

(f +9)(tiar + taaz) < t1(f + g)(ar) +t2(f + g)(az)

onde tl + tz =1.

f(tiart+taas)+g(tiart+taas) <ty f(ar)+taf(az)+tig(ar)+taglas) = ti(f+g)(ar)+t2(f+g)(az) O.

Exemplo 62. O produto de fungoes convexas pode nao resultar numa funcao convexa.
Por exemplo f(z) = 2° — 1 e g(z) = 2% de R em R sdo convexas, porém seu produto
4

p(z) = ' — 2% ndo é convexa, pois p'(r) = 42> — 2z, p’(z) = 122> =2, em 2 = 0 o

resultado é negativo, se ela fosse convexa deveria resultar um valor nao negativo.

Questao 4

Propriedade 219. Toda funcao convexa é quase-convexa e toda fungao concava é quase

concava.

Demonstracao. Sejam f convexa e A = {z € I | f(z) < ¢} dados z,y € A e

z € [x,y] tem-se z = tyx + tay com t; + ty = 1 entdo

[(z) = [z +tay) < tif(2) +t2f (y) < (L +l2)e=c

portanto f(z) < ce A é um intervalo, isso prova que f é quase-convexa.
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Sejam f concava e B = {x € I | f(x) > ¢} dados z,y € B e z € [z,y] tem-se

z = tx + tay com t; + to = 1 entao

f(z) = fhir +tay) >t f(z) +t2f(y) > (b +ta)e=c

portanto f(z) > ¢ e B é um intervalo, isso prova que f é quase-concava.

Propriedade 220. Toda funcao mondtona é ao mesmo tempo quase-convexa e quase
concava.

Demonstragao. Sejam f mondtona nao-decrescente e A = {x € I | f(z) < ¢} dado
r,y € Ae z € [x,y] vale f(2) < f(y) < ¢ portanto z € A. A é intervalo portanto f é
quase-convexa.

Da mesma forma, seja B = {x € I | f(z) > ¢} dados z,y € B e z € [z,y] ,
¢ < f(x) < f(z) portanto ¢ < f(z) e B é um intervalo, portanto f é quase-concava.

Sejam f mondtona nao-crescente e A ={z €I | f(z) < c} dado z,y € Ae z € [x,y]
vale f(z) < f(z) < ¢ portanto z € A. A é intervalo portanto f é quase-convexa.

Da mesma forma, seja B = {x € I | f(z) > ¢} dados z,y € Be z € [z,y] ,

¢ < f(y) < f(2) portanto ¢ < f(z) e B é um intervalo, portanto f é quase-concava.

Questao 5

Propriedade 221. f: 1 — R é quase-convexa < x,y € [ et € [0,1] vale

ftiz + tay) < max{f(z), f(y)}
onde t; =1—t,ty =t.

Demonstracao. = .) Suponha f quase-convexa, entao definimos ¢ = max{f(z), f(y)}
como A = {x € I | f(x) < ¢} é um intervalo, entdo para qualquer z entre = e y tem-se

f(2) < ¢, porém, todo z dessa forma pode ser escrito como z = t1x + toy dai

f(tix + tay) < max{f(z), f(y)}.

< ) Sejam z,y € A={x €| f(z) < ¢} entdo A é intervalo pois dado z entre x e y

tem-se z = t1x + toy e vale

[tz + tay) < max{f(z), f(y)} < c

portanto A é um intervalo.
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Propriedade 222. f: I — R é quase-concava < z,y € [ et € [0,1] vale

f(t133 + t2y) > max{f(w), f(y)}
onde t; =1 —t,ty = t.

Demonstracao. = .) Suponha f quase-concava , entao definimos ¢ = max{ f(z), f(y)}
como B ={z €| f(x) > ¢} é um intervalo, entdo para qualquer z entre z e y tem-se

f(2) > ¢, porém, todo z dessa forma pode ser escrito como z = t1x + toy dai

f(tix +tay) > max{ f(z), f(y)}

< .) Sejam z,y € B={x € 1| f(x) > c} entao A ¢ intervalo pois dado z entre x e y

tem-se z = t1x + toy e vale

f(tix + tay) > max{f(z), f(y)} > ¢

portanto B é um intervalo.

Questao 6

Propriedade 223. Seja f : [a,b] — R continua, quase-convexa, cujo valor minimo é

atingido em ¢ € [a, b].
e Se ¢ = a entao f é nao-decrescente.

e Se ¢ = b entao f é nao-crescente.
Demonstracao.
e Minimo em a. Dados = < y em [a, b] temos z € [a, y| dai
f(x) <max{f(a), f(y)} = [(y)
logo f é nao-decrescente.
e Minimo em b. Dados y < z em [a, b] temos x € [y, b] dai

f(x) <max{f(b), f(y)} = [(y)

logo f é nao-crescente.
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Corolario 32. Se f é quase-convexa e atinge minimo em ¢ € (a,b) entdo f é nao-crescente
em [a,c| e ndo-decrescente em |c,b|, basta considerar as restrigdes a esses conjuntos e

aplicar a propriedade anterior.

Propriedade 224. Seja f : [a,b] — R continua, quase-concava, cujo valor minimo é

atingido em ¢ € [a, b].
e Se ¢ = a entao f é nao-crescente.

e Se ¢ = b entao f é nao-decrescente.

Demonstracgao.

e Minimo em a. Dados = < y em [a, b] temos z € [a, y| dai

f(z) = max{f(a), f(y)} = f(y)
logo f é nao-crescente.

e Minimo em b. Dados y < z em [a, b] temos x € [y, b] dai

f(@) = max{f(b), f(y)} = f(y)

logo f é nao-decrescente.

Corolario 33. Se f é quase-concava e atinge minimo em ¢ € (a,b) entdo f é nao-
decrescente em [a, ] e ndo-crescente em [c, b], basta considerar as restrigoes a esses con-

juntos e aplicar a propriedade anterior.

Propriedade 225. Seja f : [a,b] — R continua. f é quase-convexa < existe ¢ € [a, D]

tal que f é nado-crescente em [a, ¢ e ndo decrescente em |[c, b].

Demonstracao. f é continua num conjunto compacto |a,b] entdo f assume maximo
e minimo, digamos minimo em ¢ € [a, b].

=). f é quase-convexa dai f é nao-crescente em [a, c] e nao decrescente em |[c, b] por
resultado ja demonstrado.

< ) Seja A ={z € [a,b] |f(x) <[}, vamos mostrar que tal conjunto é um intervalo,

dados z,y € Ase z < z < y € [a,c| nesse intervalo a funcao é nao-crescente, logo
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fly) < f(z) < f(x) <1 Sex < z<y € [cD], nesse intervalo a fungao é nao-decrescente
portanto

f(x) < f2) < fly) <1
No tltimo caso = € [a,c] ey € [c,b], f(¢) é minimo entao f(c) < f(x) <le f(c) < f(y) <1
pois ¢ é ponto de minimo, se z = ¢ a propriedade vale, se z # ¢ entao z pertence a um

dos intervalos (¢, b) ou (a,c) dai a propriedade recai nos casos ja demonstrados.

Questao 7

Propriedade 226. Para cadan € N seja f,, : I — R uma funcao convexa tal queVx € [
(fu(z)) seja convergente, entao f : I — R definida como f(z) = lim f,(z) é convexa. O
n—oo

mesmo vale para fungoes concavas, quase-concavas e quase-convexas.
Demonstracgao.

1. Caso de fungoes convexas. Para cada n vale a desigualdade
fu(tizy + tows) <ty fulwn) + tofu(2)
como o limite preserva a desigualdade, na passagem do limites temos
f(timy +toxs) <t f(a1) +taf(22).
logo f é convexa.

2. Caso de funcgoes concavas. Usamos procedimento similar a das fungoes convexas.

Para cada n vale a desigualdade

fn(tlxl + t2$2) > tlfn(xl) + thn(xQ)

como o limite preserva a desigualdade, na passagem do limites temos
[ty + toxo) >ty f(1) + tof (22)

3. Caso de fungoes quase-convexas. Para cada n vale a desigualdade

_ Jo(21) + fu(x2) + |fn($1) — fu(12)]
2

fn(tlxl + t2x2) < Hlax{f”(‘rl): fn(‘r2)}

novamente a passagem do limite implica

f(x1) + f(@2) + | f(21) — f(22)]
2

f(tiwy + toxs) < = max{f(21), f(z2)}.
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4. Finalmente para funcoes quase-concavas. Para cada n vale a desigualdade

_ Ja(w1) + fo(za) + [ fulz1) — fu(20)]
2

fo(tiz + taze) > max{ f,,(z1), fu(x2)}

novamente a passagem do limite implica

f(@1) + f(@2) + | f(21) — f(x2)]
2

f(tixy + tazs) > = max{ f(x), f(z2)}.

Questao 8
Propriedade 227. Seja f : [a,b] — R continua e convexa tal que f(a) < 0 < f(b). Entao
existe um tunico ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstracao. Existe ¢ € (a,b) tal que f(c¢) = 0 pelo fato de f ser continua.
Suponha a < ¢; < ¢g < b com f(¢;) = f(c2) = 0. Tomamos o intervalo [a, c5] podemos

escrever ¢; = tia + tycy € usando a propriedade de f ser convexa, segue que

0= fler) <taf(a) +t2f(c2) = ta f(a)

daf terfamos f(a) > 0 o que é absurdo, entao existe um tnico ¢ com tal propriedade.

1.10.3 Aproximacoes sucessivas e método de Newton
Questao 1

Propriedade 228. Sejam f: I — R, [ = [a — 0,a + ¢] tal que

[f(y) = f(2)] < cly — x|
com ¢ € [0,1). Se |f(a) —a| < (1 — ¢)d entao existe um tnico = € I com f(x) = x.

Demonstracgao.
f € contracao , I é fechado, para que possamos usar o teorema do ponto fixo de
contragdes basta mostrar que f(I) C I, isto é, x € I implica f(z) € I.

Sex € I =|a—0,a+ ] entdo |z — a| < 9, o que implica por desigualdade triangular
|f(x) —a| <[f(z) = fla)| +|f(a) —a| S clz —a|+ (1 =c)d Scd+ (1 —c)d =0

portanto f(x) pertence ao intervalo [a — d,a+ 6] = I e podemos usar o teorema do ponto

fixo das contragoes, dai f possui um tnico ponto fixo.
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Questao 2

Exemplo 63. Seja f : [0,00) — [0,00) com f(z) =27 . f é uma contracio.

Derivando a funcao temos f'(z) =

portanto

—In(2)27
2
In(2 o In(2
2 <9t |y = 2

<1

134

evale |f'(x)] < 1,2° =1, 2% é crescente,

portanto f é contracao definida num conjunto fechado e com contradominio igual ao

dominio, portanto podemos aplicar o teorema do ponto fixo, que nos garante que tal

fungao possui apenas um ponto fixo a, valendo

27 =g = 2% =g’

—a é raiz negativa da equacdo 2% = x?. Agora utilizamos o método das aproximacoes

sucessivas para obter o valor de a com 8 algarismos decimais exatos, tomamos zy = 0

0
1’1:2_521

2y =272 & 0, 70710678
153 =2"7 ~ 0, 78265402
24 =27 ~0,76247990
x5 =277 ~0,76779123
26 =2"7 ~ 0, 76636542
17 =272 ~ 0, 76674421
25 =277 ~ 0, 76664356
29 =272 ~ 0,76667031
210 =277 ~ 0, 76666320

r10

11 =272 = 0,76666509

r11

T2 =272 = 0,76666459
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r12

r13 =22 = 0,76666472

2y =27 % ~ 0, 76666469
o valor com 8 algarismos decimais exatos ¢ 0, 76666469, observe que precisamos de bastante
iteragoes para chegar nesse valor, apesar de termos tomado uma condi¢ao inicial préxima.
As contas foram feitas no site wolfram alpha (http://www.wolframalpha.com).

Questao 3

Propriedade 229. Seja I = [a —6,a+d]. Se f: [ — R é C? com

f T f/l T
f/(x)#0,|w] <c<lVzel
e |]]:/((a))| < (1 — ¢)d entao independente do valor inicial xy € I o método de Newton
a
converge para a Unica raiz x € I de f(z) = 0.
Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que N : [ — R com N(z) = = — J{,((z)) é
x
"
contragao. Derivando temos N'(z) = % logo pelo TV M temos que
x

IN(y) = N(z)| <cly—z| < cb

Portanto N é contragao, I é fechado , falta mostrar que N(I) C I. Temos também que

N(a) —a = M portanto |N(a) — a| = | /(a) | < (1 —¢)d que iremos usar na préxima
a a

/

desigualdade. Dado x € I, por desigualdade triangular temos
IN(z) —a| < |N(z) — N(a)|+ |N(a) —a| <cd+ (1 —c)d =06

portanto N(z) € I, assim N satisfaz todas condi¢oes necessérias para aplicagao do teo-
rema do ponto fixo, portanto o método de Newton converge para a unica raiz de f, pois

se houvesse mais uma N teria mais de um ponto fixo.

Questao 4

Propriedade 230. Seja f : [0,00) — R com f(x) = ,a> 1.

a+zx
Dado zp > 0 fixo, a sequéncia definida como x; = f(x¢), 41 = f(z,) converge para

a raiz positiva da equacdo z? + ax — 1 = 0.
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Demonstracgao. Usaremos o método de Newton. Vale f'(z) =

l<a=a<a®>=a<a®+ 2ax 2 =(a+2) =
+ + (a+x)
>0 >0

o L 1
’f(x)‘_(a+:c)2§a<1

Portanto f é contragao. Vale também que [0,00) é fechado e f(z) € [0,00). Dai

podemos aplicar o teorema do ponto fixo. Existe um tnico valor ¢ tal que ¢ = n
c

> + ac — 1 = 0. Tal valor ndo pode ser negativo, pois a sequéncia é de valores positivos.

Questao 5

Exemplo 64. Mostre que 1,0754 é um valor aproximado com 4 algarismos exatos da raiz
positiva da equacao 2° + 62 — 8 = 0.

Tomamos f(z) = 2° + 6z — 8, vale f'(z) = 62° + 6 que possui sua tinica raiz real em
—1. Observamos que f(1) = —1 e f(2) > 0, logo existe raiz em [1, 2] por continuidade de

f, aplicamos o método de Newton com zy = 1.

x5 + 6z, — 8
B -
r1 = 1,083
2y = 1,07554
zs = 1,0754

no terceiro termo, ja conseguimos uma aproximacao com 4 digitos , o método de Newton

converge "rapido”.

Questao 6

Propriedade 231. Seja f : [a,b] — R convexa, duas vezes derivavel. Se f(a) < 0 < f(b)
entdo para qualquer condigao inicial zg € [a,b] com f(zy) > 0 o método de Newton

converge sempre para a Unica raiz x € [a,b] da equagao f(x) = 0.
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Demonstracao. Como f(a) < 0 < f(b) e f é continua entdo existe ¢ € (a,b) tal que
f(c) =0, portanto f possui raiz.

Vamos mostrar que a sequéncia (z,) obtida com o método de Newton

Tyl = Ty — f(@n)

f(xn)

converge para uma raiz de f, sendo que a condi¢ao inicial f(xg) > 0. Como f é duas vezes
_ f(@n)
f'(@n)

derivével entdo f e f’ sdo continuas se x, — ¢ entao de T,41 = ¥, temos pela

passagem do limite e usando a continuidade que

@ S
IR R

portanto o limite da sequéncia é a raiz.

A funcao f é continua definida num compacto logo ela possui um minimo, esse minimo
é unico e global pelo fato de f ser convexa, o minimo é alcangado em ¢ € [a, b], nesse ponto
de minimo a fungao deve assumir valor negativo pois vale f(a) < 0, no intervalo [a, ] a
fungao é nao-crescente e no intervalo [t, b] a func¢do é ndo-decrescente, portanto g € [t, b],
pois f(zg) > 0. Por f ser convexa e duas vezes derivdvel vale que f”(z) > 0 portanto
f'(z) é ndo-decrescente em [t, b] tem-se f'(x) > 0.

Vamos provar por indugao que f(z,) > 0 Vn. Para n = 0 o resultado vale, agora

supondo f(x,) > 0 vamos provar que f(z,+1) > 0.

—f(zn)
J' ()

ser convexa tem-se que seu grafico estd sempre acima dos pontos da tangente f(x) >

Pela recorréncia do método de Newton vale que =,y — x, = , pela funcao

f(a)+ f'(a)(x — a) V z, a disso segue que tomando = = 2,1 € a = ,, tem-se

f(xn—‘,-l) Z f(xn) + f/(l‘n)(xn—‘rl - xn) = f(xn) - f(xn) = 0
portanto vale que f(z,) > 0V n por indugao . Como f(z,) > 0 segue que f'(x,) > 0

pois os pontos x, pertencem todos ao intervalo [c,b] onde a fungao é nao-decrescente.

—f ()
f'(zn)

inferiormente, entao ela converge, e converge para a raiz da funcao. Notamos que nao

Como vale x,11 — x, = < 0 entao (z,) é ndo decrescente, como ela é limitada

precisamos nos preocupar com f’(z,,) = 0 pois x,, € [¢,b] o tinico ponto em que a derivada

se anula é no minimo global ¢, que esta fora desse intervalo.

Questao 7

Exemplo 65 (Célculo aproximado de a%.). Dados a > 0,p € N consideramos o intervalo

I = [a%,oo) a funcio f : I — R com f(z) = ¥ —a. Vale f'(x) = pr’~! a funcdo de
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Newton N : I — R satisfaz

a
N(@)= (o~ D+ ).
p
——f
N(z) é a média aritmética dos p ntimeros (z,- - ,x, a ). Da desigualdade entre média
—— P!
p—1

aritmética e geométrica (M. A > M.G) tem-se

4G

SIS

)%:a

daiz € I = N(x) € I. Seja (x,) com z,41 = N(z,) vale que

1 p—1 p=1
Tp>ar =207 >ar = —
ar
onde usamos racionaliza¢ao, dai
1 a
ar >
1
Th
portanto vale
1
1 <ar <x,
Tn
p
7\
7 Y
VT . I P a a
a média aritmética dos nimeros (z,, - , T, ﬁ) deve estar entre x, e ——7, mas tal
p—1

média é N(z,) = Tp41, dal segue que z,41 < z, € a sequéncia é decrescente.

1.11 Capitulo 10-A integral de Riemann

1.11.1 Integral de Riemann

Questao 1

1 1 1
Exemplo 66. Seja f[0,1] — R com f(0) =0, f(z) = o Se T € (F’ 2—n]n e N U {0},

entao f ¢é integravel .
) 1 e . . 1 ,
Dado € > 0 existe t € N tal que o < 3 a restricao f1 de f ao intervalo [;, 1] é uma
funcao escada, logo ¢é integravel, portanto existe uma particao P, de tal intervalo com

S(fi, Pr) = s(fi,p1) <

DO ™
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Seja a partigao P = P; U {0} de [0, 1], tem-se

S(f’P):ZM’“Atk—lzW+S(f1,P1)7 M, = ESEpi]fZE’ATOZE
k=1 z ) of
s(f,P)=s(fi,p1), mi= sup f=0
z€ [0,2—1,5]
logo
1 € €
S(f7P) _5<f7p) :S(flapl) —5<f17])1)+w < 54—5 =c

logo a fungao é integréavel .
Para calcular o valor da integral, calculamos o limite da soma
n n

11 1 1 2
Yol =2 5

k=0 k=0

Questao 2
Propriedade 232. Seja f : [—a,a] — R integravel. Se f é impar entao
/ f(z)dz = 0.

Se f é par entao
dr =2 dx.
_af(x) x /0 f(z)dz

Demonstragao.[1] Suponha f fmpar

/_C;f(x)dx—/Oaf(a:)dw+/_if(x>dx_

por mudanca de variavel temos que

- [(s@as+ [ reaas = [ s@acs [* @ -o.

/_C;f(:c)d:c:/Oaf(w)d:c+/_zf(x>dx:

por mudanca de varidvel temos que

:/Oaf(x)dx+/0af(—x)dx:/Oaf(x)dx+/0af(x)dx:2/Oaf(x)dx.

Suponha f par
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0 a
Demonstracao.[2] Suponha f impar .Vamos provar que flz)de = — / f(z)dx
—a 0

Seja P uma partigao de [0, a] com pontos tg, t1, - -, t, entdo temos
t0:07 t17”' ) t, =a
correspondendo a uma particio P’ com pontos t;, ty, ---, t, de [—a,0] da seguinte
maneira

th=—ty=0,th =t th=—t, = —a

como temos cada 0 < ¢t < a entdo —a < —t;, < 0. Vale ainda que f(—z) = —f(x).
Dado um k-ésimo intervalo de P, [tx_1,tx] temos uma correspondéncia com um intervalo
de P,

[—tr, —tr—1] = [th g th_psls

na particao P, temos o supremo no intervalo My e o infimo my, por propriedade de

supremo e infimo temos os correspondentes no intervalo de P’

sup —f(z) = —inf f(z) = —myp = M;,_,,

inf —f(z) = —sup f(z) = =My =m,_,

com isso calculamos a soma inferior e superior relativa a particao P’
/ / / _
f7 P E M, Atk 1= E : n+l k n+l—k - tn—k) -

— Z —anrlfk(_tk*l + tk) - _S(fa p)7

k=1

de maneira similar

kaAtk 1 _Zmn-i-l Wt — thoy) =

= Z —MnJrl,k(—tkfl + tk) = _S<f7p>7

k=1
dai

i%f S(f, P = ir]%f(—s(f, P)) = —sgp s(f,P)=— /0“ f(z)dx

sups(f.P') = sup(=S(£.P)) = ~inf S(.P) = = [ flayis
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logo vale / 0 f(x)dz = / fx

Para f par vamos mostrar que f (x)dx = / f(x)dx. Tomamos a mesma parti¢ao

associada P, porém agora o infimo e supremo sao diferentes do caso anterior, pois f(—x) =

f(z), logo vale My, = M! _, e my =m/ _,, dai as somas ficam como

n n
,) - Z Mi;At;cq - Z M;L+17k(t;1+17k - tiLfk) =
k=1 k=1

=3 Moor it +£,) = S(f,p),

k=1
e
s(f, P') = kaAtk: 1 _Zmn-i-l (ke — thoi) =
= Zmn—i-l—k(_tk—l + tk) = S<f7 p)v
k=1
0 a
portanto / f(z)dz = / f(z)dx
—a 0
Questao 3
1
Exemplo 67. Seja f : [a,b] — R com f(z) = 0 se x é irracional , f(z) = — se z = b
q q

irredutivel com ¢ > 0, f(0) = 1 caso 0 € [a,b]. Nessas condi¢oes f é continua nos

irracionais, descontinua nos racionais e integravel com

/ ) =

f ¢é descontinua nos racionais. Tome um racional ]—?, vale f (]—?) = — # 0. Existe uma
q q q

N . . . p
sequencia de irracionais x, — =, vale
q

f(xn)=0:>hmf(xn):07gé

logo f é descontinua nos racionais .

Seja (x,) sequéncia de nimero reais tal que lim z,, = a irracional, vamos mostrar que

lim f(z,) = f(a) =0.
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x, € (a—6,a+0), se x, éirracional vale f(z,) = 0, se x,, é racional ele é da forma z,, =
P o conjunto dos ¢ tais que ¢ < E é finito entdao podemos tomar o intervalo (a — d, a+ )
contendo nenhum ponto z racional tal que f(x) > e, portanto vale 0 > f(z,) < e, daf
lim f(z,) =0, f é continua nos irracionais.

Vale que s(f, P) = 0 para qualquer partigdo P, pois todo intervalo nao-degenerado

contém numeros irracionais, logo o infimo em qualquer desses intervalos my = 0, dai

Z b F@)dz = 0.

Agora iremos mostrar que a integral superior é nula . Dado ¢ > 0 arbitrério, seja
€

F = {xy, -, 2} o conjunto dos pontos de [a,b] para os quais tem-se m < f(xp).
—a
Com centro em cada z, tomamos t intervalos dois a dois disjuntos com comprimento
€
menor que —— onde M = sup f, dai completamos uma particao P com s intervalos
M2t z€ [a,b]
€ ) . .
onde M; < m, pois os pontos que assumem valores maiores que esse estao em
—a
outros intervalos, entao dividimos a soma da particao em duas como se segue
t s £ t £ s
S(f,P)= My Aty + M, Ay < —— My +——— Ay <
(f.P)=> M Aty +Y M, Ye-1 S 5 K 2(b—a)z Yr—1 <
k=1 < e k=1 o e k=1 k=1
=M2t —2(b—a)
<tM
<€ n 5 ( ) < 5 n €
-+ —(ys — —+-—=c.
=2 )T =975

Portanto a integral superior também ¢é nula e a integral existe e vale zero .

Questao 4

Propriedade 233. Seja f : [a,b] — R integravel com f(z) > 0V = € [a,b]. Se f é

continua em ¢ € [a,b] com f(c) > 0 entdo

/ab f(z)dx > 0.

Demonstracao.[1] Existe § > 0 tal que z € [c—6, c+d] = f(z) > 0, pela continuidade
de f, portanto

b =6 c+6 b
/ f(x)de = / f(x)dz + / f@)dz+ | flx)dz >0
a Ja L, Jed L Jetd B
>0 ;6 >

-~

0
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f(e)

Demonstragao.[2] Seja m = 5 existe 0 > 0 tal que f(z) > m para todo x €
[c — §, ¢+ d] por continuidade no ponto ¢, tomamos partigdes que contenham os pontos

c— 060 ec+ 9, logo existe s tal que t,_ 1 =c—19, ty, =c+9,

mg= inf f>m>0
fe[c—é,c-i-é]

pois o infimo é a maior das cotas inferiores, logo

s—1 n
s(f,P) = Z my Atp_1+ mg Ate_q+ Z my Atg_1 > m(c+ 3§ —c+9) = 2mo,

k=1">0 > >m >26  kF=stl >0 5o

como f é integravel temos

b
/ J(2)de = sups(f.p) > s(f.p) > 2md > 0

logo a integral é positiva.

Questao 5

Exemplo 68. Sejam f, ¢ : [a,b] — R, g integrével e f com f(x) = g(z) se x é racional ,
f(z) = g(z) + 1 para z irracional . Calcule a integral inferior e superior de f em fungao
de g .

Vale que My, = My, + 1 e my, = my,, dai para uma partigao qualquer P tem-se
S(f,P) =Y My Aty =Y My Aty + Y Aty =S(g,P)+b—a
k=1 k=1 k=1

s(f, P) = s(g,P)

ZZf(:C)dx = ZZg(x)da:

/af(x)dx = /ag(x)dx +b—a.

Disso segue
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1.11.2 Propriedades da integral
Questao 1

Propriedade 234. Seja f : [a,b] — R integravel. Prove que ¢ : [a,b] = R com g(x) =
/ f(t)dt é lipschitziana.

Demonstracao. Como f é integravel, entao f é limitada , existindo M tal que

|f(x)] < MV z. Dal temos que

sl = | [ stwde= [ s =1 [ s [ s [ swin =1 [ e <

y y
< [C1rwlde < [ prde < My —al
X x
portanto f é lipschitziana e uniformemente continua . Em especial se M < 1 g é uma

contragao .

Questao 2

Propriedade 235. Se f,¢ : [a,b] — R sao integraveis entdo também sao integraveis as

fungoes
o h:[a,b] = R com h(z) = max{f(z), g(z)}.
o T:[a,b] = R com T(z) = min{f(z), g(x)}.
o f+:a,b] = R com fi(x) =0se f(x) <0, fr(z) = f(z) se f(z) > 0.

e [ :[a,b] > Rcom f_(z)=0se f(x) >0, fi(x) = —f(z) se f(z) <O0.

Demonstracao.

- f(@) +9(x) + [f(x) — g(x)]

5 , dal max{f(z),g(x)} é

e Vale que max{f(z),g(z)
integravel pois o valor absoluto é integravel.

f(x) + g(x) = |f(x) — g(x)|
2 )

e Da mesma maneira que o item anterior min(f(x), g(z)) =

logo o minimo ¢ integravel.

e Vale que f,(z) = max{f(x),0}, pois se f(z) >0 fi(z) = f(z) se f(z) < 0 entdo

f+(z) = 0, portanto pelo primeiro item segue que f, é integravel .
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e Vale que f_(z) = min{—f(z),0}, poisse —f(z) > 0= f(z) <0e f_(z) = —f(x)
se —f(x) < 0= f(x) > 0 entdo f_(z) = 0, portanto pelo segundo item segue que
fi é integravel .

Questao 3

Defini¢cao 13 (Produto interno em R). Seja V um espago vetorial real, um produto
interno sobre V' é uma funcao que associa a cada par de vetores v,w de V um nimero

real < v, w >, satisfazendo as propriedades
1. Positividade . (v,v) >0e (v,v) =0sse v =0.
2. Linearidade . (av + bw,u) = a(v,u) + b{w, u).
3. Simetria . (v, w) = (w,v).
Y v, w,u vetores de V' e a, b ntimeros reais.

Defini¢ao 14. Seja V' um espago com produto interno (, ), definimos a norma (ou com-

primento) de um vetor v em relagao a esse produto interno por

o]l :== v/ {v,v).
Propriedade 236 (Desigualdade de Schwarz).

[l o]l = (v, w)].

Demonstracao. Para v = 0 vale a igualdade, pois ||v]| = 0 e (0,w) = 0, entao seja

v # 0, para qualquer t real vale
(tv +w,tv +w) >0

logo
t2(v,v) + 2t(v, w) + (w,w) >0

(tentar ver potenciagdo de produtos internos) como (v,v) é sempre positivo, temos que

ter o discriminante negativo, logo

v, w)? — 4{v,v) (w,w) <0
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donde segue

[l o]l = (v, w)].

Se (v, w) > 0 temos
[wll o]} = (v, w)

se (v,w) < 0 ainda temos

[l {[v]] = (v, w)

pois a norma é um nuimero nao negativo.

Propriedade 237. No espaco vetorial das fungdes continuas em [a, 0]

b
<fg>= [ @l
define um produto interno.

Demonstracao. As propriedades de linearidade e simetria sao decorrentes da lineari-

dade da integral e o produto ser comutativo, falta mostrar a positividade, tal propriedade
b

segue de: se f for ndo nula em ponto em [a, b] entdo / f(x)*dx > 0 por propriedade de
funcoes continuas , entao para que o produto internoaseja nulo é necessario que f seja

identicamente nula.

Corolario 34 (Desigualdade de Cauchy Schwarz para integrais). Se f, g : [a,b] — R sdo

continuas entao pela propriedade de produto interno

\//ab g(x)zdx\//abf(a?)de > |/abg(a:)f(g:)dm‘

que implica, ao elevarmos ao quadrado que

[ / bg(:v)f(:z:)da:]2 < / bg(x)Qd:c. / b flx)*da.

Demonstragao.[2]

Sejam f, g : [a,b] — R integraveis, entdo [f(z) +tg(z)]? é integravel V¢ € R, definimos

b
ht) = / f(@) + tg(a)Pde

e vale h(t) > 0, expandindo e usando linearidade da integral temos que



CAPITULO 1. SOLUCOES-ANALISE REAL VOLUME 1 (ELON FINO) 147

J/

h(t):/ [f(a:)]Qd:U—l—Q/ f(w)g(x)dxtd:z:—l—/ [g(z)]?dx t?
a g _Ja g a_/_/

uma equacio de segundo grau satisfaz essa condicio quando A = b* — 4ac < 0, isto é

b b b
[ st < [ g [ s
Perceba que a propriedade vale para f e g integraveis, nao necessariamente continuas,

porém para ter o produto interno as fun¢oes devem ser continuas.

1.11.3 Condicoes suficientes de integrabilidade

Questao 1

1
Exemplo 69. f: [a,b] — R com f(x) = 0sex éirracional , f(z) = —sex = P irredutivel
q q

com g >0, f(0) =1 caso 0 € [a,b]. f ¢ integravel pois f é limitada o conjunto dos seus

pontos de descontinuidade tem medida nula, pois é @ N [a, b] que é enumerével .

Questao 2

Propriedade 238. O conjunto de pontos de descontinuidade de uma funcao mondtona

é enumeravel .

Demonstracao. Seja f nao-decrescente , D o conjunto de pontos de descontinuidade
da fungao , para cada a € D , pelo fato de f ser mondtona existem os limites laterais
mlf,ﬁl flz) = a; e xli>r(r11+ f(z) = ag, com a # b ponto de descontinuidade os intervalos
(a1, as), (by,by) sao disjuntos . Definimos a func¢ao g : D — @ dado a € D tomamos um
racional r, € (ay, az) e colocamos f(a) = r,. g é injetora com () enumeravel segue que D
¢ enumeravel .

O caso de uma fungao g nao-crescente segue de tomar —g que é nao-decrescente .

Corolario 35. Como o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fun¢ao monétona

é enumeravel ( logo tem medida nula), entao toda fungdo monétona é integravel .
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Questao 3

Propriedade 239. Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de f : [a,b] — R

limitada. Se D’ é enumerdvel entao f é integrével .

Demonstracao.

D\ D' é um conjunto de pontos isolados, portanto enumerdvel . Vale que (D \
D'y U D" é enumerdvel por ser uniao de conjuntos enumerdveis e D C (D \ D') U D'
, D é subconjunto de um conjunto enumeravel entao D é enumeravel, dai segue que
f :[a,b] = R é integravel, pois seu conjunto de pontos de descontinuidade tem medida

nula.

Questao 4

Propriedade 240. Seja f : [a,b] — R limitada que se anula em um conjunto de medida
nao nula . Se f é integravel entao / f(z)dz = 0.

Demonstracao. Em qualquer subintervalo de [a,b] o infimo de |f]| é zero, logo

/!f rdx—o—/ It \dx:»/f
I/abf(:r)dafl s/ab|f<x>|da:=o:» I/abf(x)dxl =o:»/abf<x>dx=

Exemplo 70. Uma funcao pode se anular num conjunto de medida nao nula e sua integral

pois

nao existir, como a func¢do fla,b] — R com f(x) = 1 se x é racional e f(z) = 0 se x é

irracional , pois nesse caso as somas inferiores valem 0 e as somas superiores valem 1.

Questao 5
Questao 5-a)

Propriedade 241. Se X tem contetido nulo entdo X também.

Demonstracao. Se X C U I entdo X C U I, usamos que AU B = AU B, logo
k=1 k=1

n
XcUIx,
k=1
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podemos tomar para cada [ um intervalo J;, com o dobro do comprimento de Ix e mesmo

centro, logo I, C Jg, pois o fecho de um intervalo aberto (a,b) s6 acrescenta as bordas
n
~ . . . €
a e b, que estao contidas num intervalo do dobro de comprimento, logo se E || < =, 0

2
k=1
que pode ser tomado pois X tem contetido nulo, vale

n n e
[Tl =201 = |l =2 [l < 25 =¢,
k=1 k=1
logo X tem contetdo nulo.

Questao 5-b)
n
Corolario 36. Um conjunto X de conteido nulo é limitado. Pois X C U I, com
k=1
n
U |Ix| < e, logo cada intervalo Ij é limitado e X também é limitado, pois estd contido

k=1
n

num conjunto limitado U I}, (Uniao finita de conjuntos limitados é um conjunto limitado).
k=1

Exemplo 71. Existem conjuntos de medida nula que nao contém contetido nulo, basta
tomar A um conjunto enumerdvel nao limitado, ele possui medida nula porém nao sendo
limitado nao pode ter conteudo nulo, como exemplos podemos tomar Z e Q).

Existem ainda conjuntos limitados , de medida nula que nao possuem contetido nulo,

como ¢ o caso de @ N [a, b], pois seu fecho é [a, b] que ndo possui conteido nulo.

Questao 5-c)
Corolario 37. Todo conjunto com conteido nulo tem medida nula.

Propriedade 242. Um compacto tem medida nula < tem contetido nulo.

Demonstracgao.
=).

Suponha X com medida nula, logo temos

XcJn Yl <e
k=1

k=1
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como X ¢é compacto entao X admite uma subcobertura finita,

X C U I,
keA

A finito, logo Z |Ix| < € e x tem contetdo nulo.

keA
<). Em geral se X tem conteido nulo (para qualquer X, ndo necessariamente com-

pacto), entdo X tem medida nula.

Questao 5-d)

Propriedade 243. Se g : [a,b] — R satisfaz g(z) = f(x) limitada Vz € [a,b] \ X onde

X tem conteido nulo, entao g é integravel e sua integral é igual a de f.

Demonstracao. g — f : [a,b] \ X — R é nula. Seja M = sup |g — f|. Vale que
x€(a,b]
inf|g — f| = 0 em qualquer intervalo de [a,b] pois X n@o pode conter um intervalo,

portanto sempre existe um elemento de [a,b] \ X em qualquer intervalo. Disso segue que
qualquer soma inferior de |g — f| é nula. Dado € > 0 existem intervalos abertos (/)] tais

que
n n R
XCHIk:ue ;’Ik’<ﬂ’

supondo que cada Ij, C [a,b], entdo as extremidades desses intervalos e a, b formam uma
partigdo P de [a,b], os intervalos dessa partigao que contém os pontos de X sao os Iy,

logo temos a soma superior

0
=~ €
S(lg=f1.P)= > MAy+ Y My At <MY A =M—=¢

M
35 | [te—1,te]=1; [tk—1,te]#L;, Vi 35 | [te—1,te]=1;

—b
logo / lg — f| =0, g — f é integravel e sua integral é nula, dai g = f+ (¢ — f) é

/ab g(x)dx = /ab f(z)dz OO

integravel e
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Questao 6
Questao 7
Questao 8

Questao 9

1.12 Capitulo 11-Calculo com integrais.

1.12.1 Os teoremas classicos do calculo integral.
Questao 2

Teorema 3 (Férmula de Newton-Leibnz-FNL-TFC parte II.). Seja f : [a,b] — R in-
tegravel, entao .

[ 1@z = 90) = gla)
onde g(x) é uma primitiva de f(z), isto é, ¢'(z) = f(z).

Demonstracao. Seja P uma parti¢ao de [a, b]. Por hipdtese temos ¢'(z) = f(z) Vo €

la,b] e pelo TV M para derivadas existe uy € [tx_1, tx] tal que Yk € I,, vale
9(ts) = g(ti-1) = Ag(ty—1) = ¢'(ur) (tr — te-1) = flur)At,_,
Ag(te-1) = f(ur)At,_,

aplicando Z segue
k=1

n

> Ag(tea) = g(ta) — glto) = g(b) — gla) = Y fluw)At,

k=1

vale que my < f(uy) < My, multiplicando por At, | e somando, segue que

S(f,P) SZ]%uk)Atkfl SS(f,P)

de onde tem-se
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Questao 3

Propriedade 244. Seja f : [a,b] — R derivavel com f'(z) > 0V z € [a, b].

Se {z € [a,b] | f'(x) = 0} tem conteddo nulo entdao f é crescente.

Demonstracao. Sabemos que f é nao-decrescente por propriedade de derivada. Se
f nao fosse crescente existiriam y > x em [a,b] com f(z) = f(y), logo dado z € (x,y)
terfamos f(y) > f(z) > f(z) = f(y) = f(z) = f(z), entdo f ¢é constante em [x,y] logo

f'(t) = 0 nesse intervalo , que nao possui contetido nulo.

Questao 4

Corolério 38 (T'VM para derivadas). Seja f : [a, b] com derivada continua, entao existe

€ () tal que () —b) = F(0) ~ f(a)
Sabemos que / f'(z)dx = f(b) — f(a) e pelo TV M para integrais sabemos que

b
/ f(x)dz = f'(c)(b— a) para alguma constante ¢ € (a,b) entao segue
f(e)(a—1b) = f(b) — f(a).

Questao 5

9(x)
Exemplo 72 (Derivada da composi¢ao). Derivar / ft)dt =t(z), onde f é continua

e g derivavel. Definimos h(z) = / f(t)dt, dai t(z) = h(g(x)), derivamos pela regra da

cadeia

pois W' (x) = f(x).

Se tivessemos

9(x) h(z) a h(z) h(x)
t(z) = | f(t)dt = / F(t)dt + /h (gc)f(t)dt: / F(t)dt — / f(t)dt.

h(z

derivando pela regra da cadeia temos

t'(z) = g'(x) f(g(x)) — W' (x) f(h(z)).
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Questao 6

Exemplo 73. Seja f, g definidas em [0, 1] da seguinte maneira.

1
—se.il?zg, p?QENa de(p,Q):l
q

flz)=4q 4
0 se x ¢ irracional
g(0) =0e g(z) =1sex>0. Ambas g e f sdo integraveis, porém g o f nao é integravel,
pois se z racional g o f(z) =1 e para x irracional g o f(z) = 0. A composigao de fungoes
integraveis pode nao ser integravel.

As duas funcoes sao descontinuas apenas em conjunto de medida nula, f nos racionais

de [0,1] e g em 0, logo sao integraveis.

Questao 7

Exemplo 74. Sejam f : [a,b] — R com derivada integravel, m = ¢

, entao vale que

f@)+ 10 = == [ F@)+ (o = m)f (@)

Integramos por partes

/aba:f’(ﬂs)dm bf(b) — af(a / e

entao o resultado da integral fica como

([ st = 20 - sy + 2HOZ2ID gy

que podemos simplificar em f(a) + f(b).

b—a

1.12.2 A integral como limite de somas de Riemann

Questao 1

Alguns limites de somatérios podem ser encontrados usando a integral definida com a

Jzﬂgozf( ) /f

seguinte relagao
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Considerando f integravel em [0, 1], sendo tomada a partigao pontilhada

01 2 k n
P = (750,751,"' ,tk,"'tn) — (_’_’_’... S — = 1)
n'n’'n nn
E—1 k k ‘ o _
em cada [ty_1,tx] = [T, ﬁ] tomando o ponto — para pontilhar a parti¢ao, com isso

formamos a soma de Riemann que deve convergir para a integral.

Exemplo 75 ((a)). Calcular

n
lim g
np-i-l

onde p > —1.

Temos

- " (kNP1 ! e
1 MYy L DIy —
llmz:anrl hm;(n> ”_/0 xdx—p+1

Exemplo 76 ((b)). Tomando f(z) = sen(xt), temos f(§> = sen(%) daf

"1 kt ! 1 — cos(t)
lim —sen(—) = / sen(tex)de = ———.
> sent) = | sentta) t

Por exemplo, temos

"1 1 1— 2
limz Esen(l%r) = /o sen(tx)dx = ﬂ =
k=1

Questao 2

Propriedade 245. Se existe |1131m Z( f, P*) entao f é uma fungao limitada.
—0

Demonstragao. Vamos provar a contrapositiva, que é, se f é uma funcao ilimitada
entao nao existe lim P*).
L > (F.P7)

f é uma funcao ilimitada, entao ela deve ser ilimitada em algum intervalo [ts 1, ]

com comprimento fixo de uma particao qualquer dada P, como f é ilimitada em [t,_1,t],

podemos escolher u, em tal intervalo tal que

[fudAta| > D flu) At |+ A
k=1, k#s
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logo

TP = fu)Ataat Y flun) At | > | f(u)Ataa || Y flun) Aty || > A

k=1, k#s k=1, k#s

logo o limite nao pode existir, pois se existisse o limite, ela seria limitada para partigoes

com norma pequena. Para qualquer £ > 0 existiria ¢ > 0 tal que
Y (£ P) =Ll <e= Y (P =D (fP) =Ll +|L| <e+|L|

para qualquer parti¢do com |P| < 0.

Questao 3

Propriedade 246. Se f : [a,b] — R limitada. f é integravel < existe o limite

lim ) (f, P).

|P|—0

Nessas condigoes vale

/f(:r;)d:r;: lim (f, P™).

|P|—0
Demonstracao.

=) Se f é integravel entao

b
lim s(f,P)zILiIBOS(f,P):/ f(z)da

|P|—0

como tem-se s(f,p) < Z(f, P*) < S(f, P) entao por sanduiche tem-se

|P|—0

/f(:r;)d:r;: lim (f, P).

).
Dado € > 0 existe partigao P = {to,---t,} tal que

(P~ Ll < ]

para qualquer maneira que pontilhamos P. Fixamos P e partilhamos a particao de 2

modos.
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1. Em cada [tg_1, tx] escolhemos uy tal que

3
< _—
f(Uk) 1 + 4TLAZ€]€,1

(podemos tomar elementos tao proximos do infimo quanto quisermos), obtemos

assim uma particao pontilhada P* tal que

n n 5
U ) A\t < mpAt_1 + —
YIIRIVNED SURURES

> (P <s(fip) +

2. Em cada [ty_1, tg] escolhemos vy, tal que

>~ M

€

M= fuag, <

, obtemos assim uma particao pontilhada P’ tal que

—5+S(LP) < 3P,

Usando as duas desigualdades temos que

S(f,P)=s(f,P) <> (fP) —Z(ﬁp*)_{_g

ISP —Ll< el Y (L P)— Ll <]
tem-se
ISP =D P < 5
portanto

S(f,P)—S(f,P)<Z(f7pl)—2(f,P*)+g+§:€

e f ¢é integravel.
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Questao 4

Propriedade 247. Sejam f, g : [a,b] — R integraveis. Para toda particao P = {to, - ,t,}
de [a,b], sejam P* = (P,z) e P = (P,y) entao

|P|—0

lim > fan)g(u) s = [ Fla)g(a)de.

Demonstracgao. Escrevemos

f(@n)g(ye) = f(@r)g(xr) + f(zn)[g(yr) — g(ak)]

multiplicando por At;_; e somando, tem-se

> Fan)glue) Aty = flar)gla) Aty + > Flan)lg(ye) — g(zx)) Aty

o segundo membro tende a zero pois

Z@[g(fyk) —g(w)] Aty < MY [g(ys) — glzx)] Aty < M[S(g, P) —s(g, P)] < Me

k=1

pois g é integravel.

Questao 5

Propriedade 248. Se f é integravel e g possui derivada integravel entao

b
i Y (4.9.P) = [ f(o)g )

|P|—0
Demonstracgao.

g € derivavel, entao aplicamos o TV M para derivadas e temos vy € [tg, tx_1] tal que

g(tr) = g(te—1) = g'(ve) (tx — tr1),

dai
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que pelo resultado anterior converge para

[ s

Questao 6

Propriedade 249. Dada f : [a,b] — R, definimos para cada n € N

n):%Zf(a+kh)

onde h = b= e Se f é integravel entao
lim M (f,n) dx.
n—oo
Tal limite é chamado de valor médio de f em [a, b].
Demonstragao. Tomamos a particao P com ty = a,t; = a + b ; a) ety = a+
k(bn_ a)’ <o t, = b com Aty = b—Ta’ pontilhamos a particao tomando em cada

[tk—_1,tx] O ponto tj, temos com isso

e dai segue

Questao 7

Propriedade 250. Se f : [a,b] — R é convexa entao

a—l—b

b—a/f ydx > f( ).

Demonstracao. Lembre-se que, com f convexa temos

Ztkf(ak) 2 f(z tyax)
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n
com cada t; € [0,1] e Ztk = 1. Aplicamos tal propriedade com a soma
k=1

k=1
"1 1
E —fla+hk)> f(Y —[a+ hk])
n n
k=1 k=1
—a
como h = ——, temos
n
"1 B (b—a)n(n+1) b—a b+a
Eﬁ[(H'hk]_CH' o3 et ——=—

k=1
Lembre também que f convexa é continua no interior de [a,b], pois sempre temos
as derivadas laterais existindo no interior ( nao necessariamente de igual valor, apenas

a existéncia de ambas ja implica a continuidade, nao necessitando que sejam iguais).
n

Podemos trocar a ordem do limite com a funcao, pois a < Z —la+hk] < b por ser média

n
k=1

e b # a, logo o ponto é interior e por propriedade de limite temos

n n

. 1 I _ 1 _ 1
i D2 fathh) == [ eyt > i 75 Catn) = f(lm 3

’ b
g e

1.12.3 Logaritmos e exponenciais
Questao 1

Propriedade 251. Seja f: R — R continua tal que

flx+y) = f(z)+ f(y) Vz,y € R.

Nessas condigoes f é uma funcao linear.
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Demonstracao.

e Vale f(0) = 0 pois f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0) = f(0) se fosse f(0) # 0
=0.

chegariamos no absurdo de 2 = 1 entao vale f(0)

e Dado x real arbitrario, vale que f(—z) = —f(x) pois f(z —z) = f(x) + f(—z) =0
portanto f(—z) = —f(x).

e Vale que f(nz) = nf(x) para qualquer x real e n natural pois, por indugao f(l.x) =

1.f(x), supondo f(nx) =nf(z) tem-se que
f((n+1Dx) = f(nx) + f(z) = nf(z) + f(z) = (n+ 1) f(2).

o f(—nx)=—f(nx) = —nf(x) logo a propriedade f(nx) = nf(x) vale para n inteiro.
flx) f(x)

e Dado n natural vale que f(%) = =~ pois f(%) = nf(%) = f(x) logo =

f(=) isso para x real arbitrario.
n

e Dai concluimos que f (12) S f(x) onde P4 wm ntimero racional.
q q q
e Podemos denotar f(1) = a dai vale f(x) = xf(1) = ax onde x é racional.

e Tomamos uma sequéncia (x,) de nimeros racionais que convergem para um valor

x real arbitrario (racional ou irracional), vale que
flxn) =zp. f(1) =240
aplicando o limite e usando a continuidade segue que
lim f(z,) = f(z) =limz,.a = a.x
logo f(x) = a.x.
Corolario 39. Seja f : R — R com f(z +y) = f(z)f(y) Yz, y € R, continua nao nula,

entdo existe a € R tal que f(x) = e*".

A funcao f sé assume valor positivo pois
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entdo a funcao assume valores em R, podemos aplicar o logaritmo, gerando ainda uma

fungao continua h com h(xz) = In f(z) e temos pela relagao funcional

In f(z+y) =Inf(x) +In f(y),

isto é,
h(x +y) = h(z) + h(y)

com h continua, por ser composicao de continuas e h : R — R, pela propriedade anterior
temos que

h(z) = ax

para algum valor a € R, logo

In f(z) = ar = f(x) = e*.

Sendo g : RY — R continua, que satisfaz g(uv) = g(u) + g(v). Como u e v sdo

arbitrario em R™, entdo existem z,y € R tais que e* = u, ¢! = v, substituindo segue

g(e"™™) = g(e”) + g(e”)

definindo h: R — R" com h(z) = g(e”) temos pela relagao funcional acima que
h(z +y) = h(z) + h(y)

h continua, por ser composi¢ao de continuas, entdo é uma funcao linear h(z) = bz para

alguma constante b € R

g(e®) = bx

tomando y = e temos z = In(y) entao

g9(y) = bln(y).
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Questao 2

n
Propriedade 252. Seja x,, = E — In(n), tal sequéncia é decrescente e limitada, logo

convergente, seu limite é denotado por v chamada de constante de Euler-Mascheroni
Demonstracao. Sendo f(x)

— ela é decrescente, logo usamos desigualdade usada
para demonstracao o teste de integral para séries

/" 1 i 1 1
I k — k
=1 N e
dai Z — —1In(n) > 0 a sequéncia ¢é limitada inferiormente, além disso é decrescente pois
k=1
1 1
n— Tpy1 = In(1 - <0
o = g1 = In(l + n + 1) n+1
pois
1 M dr 1 1
In(1+ ) = / T -
n+1 1 x

nn+l n+l
Sendo decrescente e limitada inferiormente ela converge

Questao 3

Propriedade 253.

|
llmE:O

r—0o0 I

Demonstracao. Seja f(z) = x —Inz, temos f(1) =1e f'(x)

!/
logo x > Inz para x > 1. Temos 0 < Inz < z para x > 1 dai

l—-—>0paraz >1
x

1 1

Inx? < z2,

1 4
51nx<$%, Z(lnx) <z, 0<%<E
1
tomando r — oo segue que lim ar_ 0

r—o0 U

Corolario 40.

limzlnz =0

x—0
1
tomando z = —
Y 1
n-:= —In
limzlnz = lim —% = lim y:O.
z—0 y—oo Y Yy—00

Y
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Questao 4

Exemplo 77. Calcular

lim (1 4+ —)<*?,

a
T—00 €T

a ., a -
Tomamos y = —, dai = — e o limite fica como
z Yy

. % b_ 1 %: ca
lim(1+y)v (1+y)" = lm(1+y)v = e

1.12.4 Integrais improprias

Questao 1

1
1
Exemplo 78. Estudar a convergéncia da integral / —dx.
o 1—cos(x)

T
Usamos que 1 — cos(x) = 256n2(§), daf caimos na integral

1 2(z
/—m>d£€ = / de = —cotg(g) +c
2

2sen?( 2

aplicando os limites, temos

| 1 3
/ ——dr = —cotg(é) + lim cos(3) = 00
0

1 — cos(x) z—0+ sen(3)

Exemplo 79. Estude a integrabilidade de x® para valores reais de «, com z € (0, 1]. Se

a = —1 entao

1
/ 7 dz = lim In(1) — In(x) = oo
0

z—0t

logo a integral nao existe, caso a < —1 temos também

! 1 1
/ z%r = lim — =00
0 a0t a+1 7o Ha+1)

portanto a integral nao existe para a < —1. Se a > —1, a+ 1 > 0, dai

! , 1 xott 1
2%z = lim — = .
0 a0t a+1  (a+1) a+l
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Exemplo 80. Estude a convergéncia das integrais

/3 dx Udx
— € —-

2 1
3 ~1x3

1
Na primeira integral temos @ = —2 e na segunda a = —3 > —1 logo a primeira

diverge e a segunda converge.

Questao 2

Exemplo 81. Estudar a convergeéncia de

> dx
/0 (1+2)va
Separamos a integral em duas /00 _dr = /1 _dr + /00 _dr e
o (L+o)vr  Jo A+a)ve )i (I+a)e

analisamos a convergéncia de cada uma delas, primeiro para a infinita.
/ o dx _ / * dx
v I+ )y oz

onde a da direita converge logo a da esquerda também converge.

1
d 1

Na integral / e fazemos a transformagao y = — de onde podemos chegar
o 1+az)Vz z

na integral
/°° dv /1 dx
1 T+ Jo (14+2)y/x
que ja vimos que converge.

Exemplo 82. Estudar a convergéncia de

/Oo dx
Coo L afb

< dx * dx
A funcao integrada é par, logo basta estudar a convergéncia de / a0 < / -
1 Z 1 X

que converge por comparagcao.

Exemplo 83. Estudar a convergéncia de

/°° xdx
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/°° xdx B /°° xdx

xdx

oo
entao estudamos a convergéncia de / que é integral de uma funcao positiva em
1

6l7 —_
[1,00), para x suficientemente grande temos

.. . . x , ) o x? , [ xdx
ois isso equivale a €¢® > —— porém a integral infinita de — converge e dai
1’ z r _ ]
T — e , €% —

também, por comparagao.

Questao 3

Sen(m)dw com r > 0.

Exemplo 84. Estudar convergéncia e convergéncia absoluta de / .
1 x

€T x t
-
1 1

onde cada um dos limites acima com x — oo converge, a primeira parcela por ser limitada

Por meio de integragao por partes temos

/wm% cos(t)

tr tr

e a segunda converge pois é absolutamente convergente,

T

lecos(t 1 1
/ %dt S / r+1 dt = r
logo a integral converge.
/ < |sen(z)| - .
—de nao converge, pois
0

xXr
00 00 2(n+1)m
[y, _$ [ et
2 1J2

7 T
s x nm x

n—

1
como — decresce temos
T

[e.o]

2nt1)m \sen (n+1)m |sen(m)|
> - 7 =
Zl /2 Jsen(@)] Z / Tt I d

n— nm
em cada intervalo [2nm,2(n + 1)7] a integral tem um valor constante por |sen(z)| ser

periddica de periodo 7, entao o valor da integral é C', a série fica como

I
NE

(72)7(n + 1)

n=1
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que é uma série divergente com r < 1, nesses caso a integral nao converge absolutamente.

Se r > 1 a série converge absolutamente, pois

[ee) o] t
[y [y L
1 1

x xr t=oo (—r + 1)am=1|,
como r > —1,7 —1 > 0 ela converge.
Exemplo 85. / sen(2®)dr converge, mas nio absolutamente. Basta estudar a con-
0
vergencia de / sen(z*)dx, fazendo a mudanca y = 2° a integral fica como
1
< sen
/ W) 4,
1 2\/5

> sen 1
(y>dy, com 0 <r = 5 < 1, que converge porém nao

T

que cai no caso da integral /
1

absolutamente.

Questao 4

o
Exemplo 86. Mostre que / wsen(z*)dr converge porém xsen(x?) ndo é limitada. Es-
0
oo
tudamos a convergéncia de / wsen(r*)dz. Fazemos a mudanca z* = y, a integral fica
1

que converge, mas nao absolutamente, como ja vimos.

CO1mo

Questao 5

Propriedade 254. Seja f : [a,00) — R, continua, nao-crescente. Se / f(z)dx con-

verge entao lim zf(x) = 0.
T—00

T—r00

Demonstragao. Seja g(z) = / f(t)dt,z > a, existe lim g(z) = L, logo dado £ > 0,

existe A > 0, tal que z > A= L —¢ < g(z) < L. Parax>2A:>§>A:>L—€<

g(g) < L, g é crescente
x

L—e<yg(3) <gl@) <L,

[\]
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dai e > g(x) — g(%), pois o comprimento do intervalo é L — (L —¢) = ¢,

> 90)—9(3) = [ S0t = (2= 3)f) = 3 1(0)

Demonstracao.[2-Por critério de Cauchy] Como a integral converge, entao para qual-

x
quer € > 0 existe M tal que x > 5 > M vale

/ f(t)dt <e
3
como f é decrescente e positiva

x

logo segue que o limite é zero.

Questao 6

Propriedade 255 (Critério de Cauchy). Seja f : [a,00) — R em que f|f,,) é integravel
V r > a . Nessas condigoes / f(z)dz converge < Ve > 0 3 M tal que para B> A > M

tenhamos
B
|/ flz)dz| < e.
A

Demonstragao.
=). Suponha que a integral converge para L, seja ¢ > 0, usando a definigao de

convergencia, podemos tomar M > a suficientemente grande tal que se A > M temos

A €
[ rade -1 <5,
tomando B > A > M temos
B B A B A
[ t@e=11=1 [ f@de— [ pan = | [ g =L+ 1 [ fa)el <
por desigualdade triangular

€

9~ ¢

B A
|/a f(l‘)dx—L|+|/a f(x)da:—L|§g+

B
logo vale | / f(z)dx — L| < & como queriamos mostrar.
A
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).
Para n natural, definimos

0 = /anf(x)da:.

Para € > 0, existe m > a tal que se m,n > M temos

lan, — an| = |/ f(z)dz| < e,

logo (a,) é uma sequéncia de Cauchy, logo é convergente, seja lima,, = L. Dado € > 0
escolhemos M > a (M natural) tal que n > m, e quaisquer Ay, By com B} > A} > M

tem-se |a, — L| < g e
B1

[ f@)de] < =
Ay

2

Tomando (A > M + 1 entdo |A] > M, tal que’
B Y
1 Ay

A LA] A A
| / f(z)de—L| = | / fa)do—Lt | f(x)do] < |aja—L|+] / f(x)de| < S4= =
“ a 4] |A]

L

Questao 7

Propriedade 256. Seja f : [1,00) — R" decrescente. Nessas condigoes

Zf(k?)<oo(:)/loof(t)dt<oo.

k=1

Se a série converge para s, vale a estimativa

00 J . 0 p
/n+1f(t) t<s—s S/n f(t)dt

onde s, = i f(k).
k=1

Demonstracgao. De

m(b— a) < /b F$)dt < M(b—a)

*Lembre que || é a fungdo piso, que dado z € [n,n + 1), n inteiro, associa = a n.
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onde M, m sdo o supremo e infimo de f em [a,b], se tomamos o intervalo [k — 1, k] com
f decrescente essa identidade implica que

k

f(k) < ft)dt < f(k—1)

k—1

n
aplicando a soma g tem-se
k=2

DR = f(W) =sa—f() < | fO)dt <Y flk=1)=) flk)=s(n—1)

s(n) — (1) < / " F(0)dt < s(n— 1)

portanto segue o resultado de convergéncia.
m

k
Da desigualdade f(k) < f(t)dt < f(k — 1) aplicando Z resulta

k=1 n+1

/f Ydt < s(m—1)—s(n—1) :>/f )dt < s(m)—s(n /f
tomando m — oo segue
] J . [e'¢) p
/nﬂf(t)tgs sg/n f(t)dt

1.13 Capitulo 12-Sequéncias e série de funcoes

1.13.1 Convergéncia simples e convergéncia uniforme

Estaremos denotando a convergéncia uniforme por f,, —, f, com o simbolo u sobre a

seta para simbolizar que a convergéncia é uniforme.

Questoes 1 e 2

x" 1
Exemplo 87. A sequéncia de funcoes f,, : [0,00) = R, com f,(x) = =1- ,
converge simplesmente, pois em 0 a sequéncia é constante assumindo valor zero, para
n

€ (0,1) fixo vale lima" = 0 logo lim i 0, se z = 1 a sequencia é constante
x
n

. 1 .
assumindo valor o para x > 1, limz" = oo logo — 1, logo a

1+ xm 1+ zm
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convergeéncia nao pode ser uniforme, pois apesar das fungdes serem continuas nao ha
convergencia para fungao continua.
Porém temos que a sequéncia converge uniformemente em [0, a] e [b,00), com a < 1 e

b > 1, pois em [0, a] a sequéncia é decrescente valendo

n+1 n

x
<
14 gntl = 1 4 2n

T

que vale em x = 0 e com x > 0 a desigualdade equivale a
r(l+as") <(1+2"HY st <14+ e <1

que é verdadeira pois x < a < 1, temos uma sequéncia de fungoes definida em um
compacto que é monotona e converge simplesmente, logo pelo teorema de Dini a sequéncia

converge uniformemente. Para x € [b, 00) temos que a sequéncia é crescente, pois

n+1 n

x
>
14 gntl = 1 4 n

T

vale em z = 0 e com x > 0 a desigualdade equivale a
r(1+2") > (1+2"Nert+a" >1+2"M s >1

que é verdadeira pois x > b > 1.
Provamos o resultado por definicdo, mas primeiro provamos que dado n fixo f, é

crescente Dados © >y >b > 1

1 1 1
1-— >1-— & > &
14 2zm — 14 9ym 14+y* = 142" .

o que vale para poténcias maiores que 1.

Dado € > 0 vale que (f,,(b)) converge para 1, sendo crescente, entdo para n > ng temos
1fad) =1 <e= —fu(b) +1<es fub)>1—c¢

isso pois f,,(b) é crescente como sequéncia, dado z > b vale f,(z) > f,(b) pelo fato da
fungao ser crescente, entdao f,(x) > 1 —¢, isto é, 1 — f,(z) < e, |fu(z) — 1] < € para

qualquer z em [b,00) e n > ng, logo a convergéncia é uniforme.
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Questao 3

o
Exemplo 88. A série Z xk(l — xk) converge com = € (—1, 1] e converge uniformemente
k=1

em [—a,a] com 5 <ac< L.
A série converge em (—1,1) por ser soma de séries geométricas, além disso converge
oo

em 1 pois se anula, Z 1*(1 - 1%) =o.
k=1
Agora vejamos a convergéncia uniforme. Com |z| < a temos |z|* < ¢ < 1, temos

ainda |1 — 2*| < |1] + |2*| < 2, agora aplicando essas desigualdades na série temos

o0 o0 (o] k o0 n
k k k E_o @ 5 0
;]x (1—w)]§2;\;1: |§2;a — a—l'n =2

expressao que pode ser tomada menor que qualquer € independente de x para n sufi-

cientemente grande, logo temos convergéncia uniforme.

Questao 4

Definicao 15 (Sequéncia de Cauchy de fungoes). Uma sequéncia de fungdes (f,,), cada

fn T — R chama-se uma sequéncia de Cauchy <
Ve >0,dng € N |Vz €T, (m,n > ng) = |fm(z) — fu(z)] <e.

Teorema 4 (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme.). Uma sequéncia de fungoes

(fn) € uniformemente convergente < é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracao.

=). Suponhamos que f,, —, f, entao
Ve >0, Ing € N |Vz €T, n>n0:>|fn(x)—f(x)|<%
e para m > ng acontece o mesmo fato
€
[fnla) = fl@)| < 5

, somando ambas desigualdades tem-se

() = fu(@)] < |fm(2) = ()| + [ f(2) = fulz)] < e
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logo a sequéncia é de Cauchy.
<). Se (f,) é uma sequéncia de fungées de Cauchy entao (f,,(x)) é uma sequéncia de
cauchy logo (f,(x)) é convergente e definimos uma funcao f(z) no seu limite para cada

x. Mostraremos agora que f,, —, f, por ser uma sequéncia de Cauchy de funcoes temos
Ve e T, (m,n>ng) = |fm(z) — fulz)] <e

fm(@) —e < fulz) <&+ fm(2)
que tomando m — oo segue
f(2) =2 < fule) S e+ f(0) = |fule) - f(0)] <

isso para todo x, logo f, —, f.

Questao 5

Propriedade 257. Seja f,, : A — R que converge uniformemente para f : A — R.
f é limitada < existem K > 0 e ng € N tais que n > ng = |f,(z)| < K Vx € A.

Demonstracao. Se f, —, f em A entao dado € = 1 existe ngp € N tal que para

n > ng tem-se

fn(@)] = [f(@)]] < [fole) = f(@) <1Vz €A

pela continuidade uniforme. Usaremos que || f,,(x)| — |f(2)|| < 1.
=). Se f ¢ limitada existe K > 0 tal que |f(z)] < K Vx € A, dal por desigualdade

triangular

[fu()] < [ fn(a)l = [f@I+1f@)] <1+ [fl2)] <1+ K

logo cada f, ¢é limitada para n > ny.
).
Se vale |f,(z)] < K Yz e n > ng

[F@)] < ()] = [f@) + [fa(z)] < T+ [fulz) <1+ K

dai f é limitada.
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Questao 6

Faremos primeiro uma generalizacao com um critério similar ao critério de Dirichlet

para séries.

Propriedade 258 (Critério de Dirichlet). Sejam (f,),(g,) definidas em E tais que

(Z fr(z)) seja uniformemente limitada, g, —, 0,

sn(x)

g1(z) > go(w) > g3(x) > -+,

isto é, (gn(z)) é decrescente para x fixo. Nessas condigoes Z fr(x)gr(x) converge unifor-
k=1

memente.
Demonstragao. Vamos usar o critério de Cauchy para convergéncia uniforme, lem-
brando que [s,(z)| < M Vo € E, n e N, gn(z) —, 0 logo para m > n suficientemente
de, podemos tomar |g,+1(2)| < 3= lgms1(2)] < 5= (2) = gnii(@) < -
rande, podemos tomar |g, m — € gni1(T) — gma1(x) < —,
g » P In+1(T 3M Im+1\T 3N In+1 Im+1 30

todas valendo para Vx € E, agora aplicamos a técnica de soma por partes

> a@ @) =1 ) gr(@)Asi ()| =
k=n-+1 k=n-+1
m+1 m

_ |sk_1<x>gk<x>] F 3 s@) A - gulo)] <

n+1 k=n-+1 >0

5 () gr () — 5@ + > |sk )| A= gi(a) <

k= n+1

M ‘gm+1(x)| +M ‘gn+1<x>’ +M (gnJrl(x) o gm+1($)) <evzx
~— ~——— ~

g

< £

€
< 3M

€
< 3M

3M

entao pelo critério de Cauchy temos convergéncia uniforme.

Propriedade 259 (Critério de Leibniz). Se a sequéncia de fungoes g, : X — R é tal que

g1(x) > go(x) > g3(w) > -+,

gn —u 0 entao a série E f 1 (x) converge uniformemente em X .
k=1
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Questao 7
n

n
Propriedade 260. Se Z | fr(x)| converge uniformemente em A, entao Z fr(x) também

k=1 k=1
converge uniformemente.

Demonstragao. Usamos o critério de Cauchy, para qualquer ¢ > 0, existe ng € N

tais que m > n > ngy e qualquer z € A vale

D>l |_Z|fk ||_|Z|fk )| <e,
k=1

k=n+1

isto implica,

> Sl |<Z\fk )| <&, Vz

k=n+1 k=n+1

portanto Z fr(x) é de cauchy uniformemente, logo converge uniformemente.
k=1

1.13.2 Propriedades da convergéncia uniforme
Questao 1

Propriedade 261 (Adigao de uniformemente convergentes). Se f, — uf e g, —, g em

Aentao f, + g, = f+gem A

Demonstracgao. Dado % > 0 arbitrario por continuidade uniforme de f, e g,, temos
que
€
fal@) = F@) < 5, Y an>m
€
90() — 9@ < 5, Yaon>m

tomando n > n;+ng valem as duas desigualdades, dai aplicamos a desigualdade triangular

@) + ga(@) = (@) + 9@)]| < 1fule) = F@)] +lgn(2) — g(@)] < 5 + 5 =

de onde segue a convergéncia uniforme da soma.

Propriedade 262 (Produto de uniformemente convergentes). Se f, — uf , g» —u 9,

com f e g limitadas em A entao f,.g, —u f.g
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Demonstracao. Sabemos que se f e g sao limitadas entao para valores de n sufici-
entemente grandes cada f,, e g, sado limitadas, valendo |f,(z)| < K e |g(x)| < K.

Podemos escrever

In(@)-gn(@) = f(2).9(2) = fu(2)-gn(@) + _fn(@)9(z) + fn(2)g(x) = f(2).9(x) =

= Ju(@)-l9n(x) = g(2)] + g(2)[fu(2) = ()]

para n grande podemos tomar |g,(z) — g(z)| < % e |fulz) — fl2)] <

° tomand
——, tomando a
2K,

desigualdade triangular aplicada na expressao acima
| fu(@)-gn(2) = f(2).9(x)] =
= |ful(@) [gn(x) —g(@)]+9(@)[fu(x) = F(@)]] < |fa(2)]-|gn(x) —g(x)[+]g(@)|[fu(z) = f(2)] <

g £ £
K+ Kj—— = -4 - =¢.

&
2K 2K, 2 ' 2

Propriedade 263 (Quociente de uniformemente convergente). Se g, —, g, com |g(z)| >

1
cem A entdio — —, —.
n g
Demonstracgao.
1 1
Como |g(x)] > ¢ Vo entdo —— < —, logo para n > ng vale < K =
gle) = ¢ gn()

S encia unif demos tomar |ga (¢) — g(x)] < = 1
—————— < — por convergéncia uniforme, podemos tomar |g,(z) — g(x)| < — logo
lg9(2)llgn ()] — ¢ K

L a0 —al) ) e Ke
gn(z)  g(x) gn(2)g(x) gn(2)g(z)] — ¢ K
1
logo temos — —,, —.
gn g
Corolario 41. Se f, =y f, gn —u g, com |g(x)| > c e f limitada em A entao In —u i,
9n g
pois — —, g e dai por produto de funcoes uniformemente convergentes que convergem
para funcoes limitadas vale que & —u i
Gn g

Questao 2

Exemplo 89. Se x,, — 0 uma sequéncia nao nula e g(z) é ilimitada em A entao f,(z) =

[z, + g()]? ndo converge uniformemente.
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Vale que
fo(x) = 22 4+ 29(2) 2, + g(2)?

temos que h,(z) = 22 e t,(z) = g(z)* convergem uniformemente, entdo para mostrar
que f, nao converge uniformemente basta mostrar que s,(z) = g(x)z, ndo converge
uniformemente.

Dado ¢ = 1 para qualquer n fixado, como g ¢ ilimitada em A, podemos tomar z tal

que |g(z)| > daf |z,||g(x)| > 1, isto é,

|z

|$ng($) - O| > 1

entdo s,(r) nao converge uniformemente.
Como um exemplo podemos tomar g(x) polinomio e z,, = —. Essa exemplo mostrar
n
como o produto de sequéncias uniformemente convergentes pode nao ser uniformemente

convergente.

Questao 3

sen(nx)

NG

fn = 0 mas f] nao converge em ponto algum de (0, 1]. Vale que f,, —, 0 pois

Exemplo 90. Seja a sequéncia de fungdes f, : [0,1] — R onde f,(z) = entao

ncos(nx)

folx) = NG

é necessario que lim cos(nx) = 0, porém isso nao acontece pois se assim fosse da relagao

= \/ﬁcos(nx). Temos que y/n — oo entao para que o limite exista

cos(2nz) = cos®(nx) — sen*(nx)
dai aplicando lim teriamos 0 = —1 a parte com a func¢ao seno tende a 1 pois
n—o0

cos*(nz) = 1 — sen?(nx)

nisso chegamos em um absurdo portanto nao vale lim cos(nx) = 0 e daf f} (z) nao converge.
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Questao 4

Exemplo 91. A sequéncia de fungoes g,(z) = = + r converge uniformemente em [0, 1]
n

para uma funcao derivdvel g e a sequéncia das derivadas ¢/, converge pontualmente, mas
g #limg,,.

fo(z) =z e hy(x) = %n convergem uniformemente em [0, 1] logo sua soma também,
a segunda converge para 0 pois |h,(x)| < %, logo g, —u , g(x) = x que possui derivada

1. g/ (z) =14 2" que converge para 1 se z = 0 , converge para 2 em ¥ = 1 e em (0, 1)

converge para 1 pois limz"~! = 0, entdo nao vale g = lim g

Questao 5

Propriedade 264. Sejam ¢ : Y — R uniformemente continua, f, : X — R, f, = [,

f(X)CYe fo(X)CY Vn,entdao go f,, =, go f.
Demonstracao. Temos que mostrar que
Ve>03dng € N|n>ng=|g(fu(z)) —g(f(x))] < e V.

Como g é uniformemente continua dado € > 0 existe § > 0 tal que |2’ — | < § =

lg(x) — g(y)| <€, como f, =, f entdo existe ng € N | n > ng implica | f,(z) — fx) | <
—~ =~

! y’

0 Yz logo por g ser uniformemente continua temos

l9(fn(@)) — g(f(2))| < & Va.

Vale também que f,, 0 g —, fog quando g(Y) C X , caso contrario nao faz sentido a

composicao, pois por convergéncia uniforme
Ve>030>0|n>no=|fuly) — fly) <eVye X

em especial para g(z) = v.

Questao 6

Propriedade 265. Sejam X compacto , U aberto. f: X — R continua, f(X) C U. Se

foX — R, f, —. f entdo existe ng € N tal que n > ng implica f,(X) C U.
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Demonstracao. Imagem de compacto por fungao continua é conjunto compacto logo
f(X) é compacto, disjunto de R\ U que é fechado pois U é aberto e f(X) C U. Existe
e>0tal que Vo € X,y € R\ U implica |f(z) —y| > elogose x € X e |f(z) — 2] <¢
entdo z € U. Tomamos ng € N tal que n > ng isso implica |f,(z) — f(z)| < e Vr € X

por convergéncia uniforme da sequéncia, entao f,(X) C U se n > ny.

Questao 7

Propriedade 266. Seja f, : X — R continua com f, —, fem D C X, D = X, entéo

temos que f, —, fem X .

Demonstracao. Sabemos que f,, —, f em D entao vale o critério de Cauchy, Ve > 0
existe ng € N tal que m,n > ng implica |f,(d) — f.(d)| < % Vd € D. Dado z € X

arbitrario existe (ry) em D com limxy = x, vale

[Fn(i) = fulz)] < 5

como ( f,,) é sequéncia de fungoes continuas podemos aplicar o limite £ — 0o na desigual-

dade anterior de onde segue que

|fn(2) — fulx)| < 5 <¢

para x arbitrario em X, logo temos a convergéncia uniforme pelo critério de Cauchy .
Questao 8

Exemplo 92. A sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, fn.(z) = nz(l — x)" converge,

porém nao uniformemente. Apesar disso vale

1 1
/ lim f,(z)dx = lim/ fn(z)dx.
0 0
Temos que f, — 0 pois em 2 = 0 ou 1 a sequéncia se anula em z € (0,1) temos

0 <1—2x <1 logo por sequéncia geométrica ela tende a zero. Agora a convergéncia nao

1
¢ uniforme pois para k suficientemente grande temos z, = z € (0,1) , tomando n, = k

W
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pois isso equivale a

1 . .
como e < 3 temos — < — para n grande suficientemente grande, conseguimos colocar
e
1

3 < (I = =)™ < —, por isso nao temos a convergéncia uniforme . Agora calculamos a
n e

1
integral / fu(z)dz, fazendo a mudanga y = 1 — z, ficamos com a integral
0

n
n+1 n+2

—0

1 1
/ nx(l —x)"dx = / n(l—y)y"dy =
0 0

a outra integral também é nula, logo temos a igualdade de troca de limite com integral .

Questoes 9 e 10

oo o
Teorema 5 (Teste M de Weierstrass). Se Z fr € normalmente convergente entao Z | f|

k=1 k=1
oo

e E fr sao uniformementes convergentes.
k=1

o0
Lembrando que uma série g fr € uniformemente convergente se existe c; tal que

k=1
|fe(z)] < ¢ Vr e A,n € N, A sendo o dominio de cada fj.

Demonstragao. Dados m e n, seja m o maior deles, entao m = n + p, usaremos

também que

n-+p n-+p n m n
Z gk:ngz_ng:ng_ng
k=n+1 k=1 k=1 k=1 k=1

para qualquer gy.

Vale a propriedade de somas

n+p n+p
| Z fi(z)] < Z | fie()]
k=n+1 k=n+1
e da desigualdade
[fi(2)] <

aplicando a soma com k variando de n + 1 até n + p e usando a primeira propriedade

segue
n+p n+p n+p

DN G SRS S

k=n+1 k=n+1 k=n+1
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n+p n+p
como Z | fr(x)] = | Z | fx(x)]| pois temos soma de termos positivos tem-se
k=n+1 k=n+1

> @) =Y f@ <Y @l =D @l <D o =) m

00 m=n-+p n
€omo g x) € convergente, entao 5 T e E x) convergem para o mesmo limite,
k=1 k=1 k=1

logo a diferenca tende a zero quando n — oo, independente de k e x. Denotando

ka(x) =s,f e Z | fr(z)| = sn|f] temos
k=1 k=1

|smf = s < [sm|f] = sul fI] <&

logo as séries s,,|f| e s, f sdo sequéncias de cauchy de fungoes logo convergem uniforme-

mente.

Propriedade 267. Seja f, : A — R, suponha que exista ¢ € R tal que /|f.(z)] < ¢ <
1Vx € Aen > ngentao Z |fe(z)] e Z fr(x) convergem uniformemente em A.
k=1

k=1

Demonstracao. Vale que |f,(z)] < ¢" < 1Vz € Aen > ny como ch podemos

k=1
aplicar o teste M de Weierstrass .

Propriedade 268. Sejam f, : A — R, f,, limitada, f,(z) # 0Vz € A,n € N suponha

que exista ¢ € R tal que W <c<1Vre Aen > ngentao Z | fr(x)] e ka(x)
k(X
k=1 k=1
convergem uniformemente em A.
| frer1 ()] T
Demonstragao. De EL Al <c<1Vre Aen > ng, podemos aplicar H de
fr(z)

k=ng
ambos lados da desigualdade, resultando em

[fu(@)] < "0 fop ()] < Mc”

o0 o
logo pelo teste M de Weierstrass Z | fr(x)] e Z fr(x) convergem uniformemente em A,
k=1 k=1

(o9}
pois M E ¢* converge.
k=1
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1.13.3 Séries de poténcias

Questao 1
- 1
Propriedade 269. Seja » > 0 o raio de convergéncia da série Zaka:k, entao r = T
k=1
onde L = limsup {/|ay,]|.
Demonstracgao.
1 o
Se 0 < limsup {/|a,| = — < oo entao Z arx"™ converge absolutamente em x € (—7,7)
r

k=1
e diverge se x € (—o0, —r) U (1,00). Aplicamos o teste da raiz

limsup v/ |a,x"| = _|:1c|
,
|

que converge absolutamente se i < 1, isto é, |z| < r. Se vale || > r entdo
r

lim sup {/|a,a"| = J2| > 1
r

e daf |a,z"| > 1 para uma infinidade de valores, logo a série nao converge nessas condigoes.
Se ({/|ay|) for ilimitada entdo a série converge apenas em x = 0 pois (|z| v/ |a,|) serd
uma sequencia ilimitada que nao pode convergir, em especial para zero .

Se lim {/|a,| = 0 entao a série converge absolutamente para todo x real pois lim {/|a,||z| =

0.
Questao 2
o o0
Exemplo 93. Se lim {/|a,| = L entao as séries de poténcias Zakx% e Zakx%H
k=0 k=0

1

possuem ambas raios de convergéncia —.

VL

o oo
E apx®k = g brpa”
k=0 k=0

onde bogy1 = 0, bop = ay, temos

“Vboksa| =0
lim %/|by| = lim %/]ax| = VL
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portanto ( *{/|bx|) possui uma subsequéncia que converge para V'L, sendo esse o maior
o0

valor de aderéncia portanto é o limsup /|by| daf E arz®* possui raio de convergéncia

k=0
oo

o)
1 E : 2k § : 2k+1 : A ) :
ﬁ. QT e Rl possuem 1mesmo ralo de convergencla, pols convergem nos
k=0 k=0

mesmos valores.

Questao 3

Exemplo 94. Determine o raio de convergeéncia das séries a seguir.

° Z a” ", Aplicamos o teste da raiz

Vlal™ = lal”

se a = 0 o raio é infinito, se |a| < 1 o raio também é infinito, se @ = 1 o raio é 1, se

la| > 1 o raio é 0.

° Z a¥V™z"™. Aplicamos o teste da raiz

la|vi = [a| 77

1
Ve =1 se a # 0, pois

temos que lim |a

e 1
lim In(|a| %) = lim —— In(Ja|) = 0

vn

1
por continuidade e injetividade do logaritmo lim |a|v* = 0.

In(n) . .
° g n » z". Aplicamos o teste da raiz

n In(n) In(n)
n n»n =N n?
. . In(n) .
da mesma forma que a anterior limn =2 = 1 pois
) In(n) In(n
limln(n =2 ) = (n) In(n) =0
n2

entao o raio de convergéncia da série é 1.
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Questao 4

Propriedade 270. Seja uma fungao f(z) que possa ser expressa em série de poténcias

comraior >0

f(x) = Z ap.xk
k=0
Entao
fl@) = f(=2) & f(z) = as.a™
k=0

Demonstracao.

).

Se f(z) = Z ag-2°* temos

k=0
fl=2) = as.(—x)*
k=0
como as poténcias sao pares
f=x) = am(—2)* = an.(2)* = f(x)
k=0 k=0
=). Agora a segunda parte
@)= f(-0) = f(a) = ) an.a™
k=0
Temos pela representagao em série de potéencias
flx) =) apat = f(—x) =Y ap(-2)* =) ap.(~1)" ()"
k=0 k=0 k=0

[gualando as duas séries temos

Z ap.x* = Z ar.(—1)*(z)*

por unicidade dos coeficientes temos ap = —ay se k impar entao a, = 0.

Propriedade 271. Seja uma fungdo f(z) que possa ser expressa em série de poténcias

com raio r > 0
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Entao

f(=z)=—f(z) & f(z) = Z@2k+1w2k+1-
k=0
Demonstracao. <). Se a série de f(x), for da forma
f(x) _ Z a2k+1$2k+1
k=0

temos
o0 oo
f(—l’) _ Z a2k+1(—l‘)2k+1 _ Z a2k+1(x)2k+l
k=0 k=0

pois as poténcias sao fmpares, assim tem-se

f(z) = = f(-x)

=). Agora vamos partir de f(z) = f(—x)

o [e.e]
S nt =Yl
k=0 k=0
por unicidade de representacao dos coeficientes temos quando k par que a = —ay logo
ap = 0.
Questao 5
o
Exemplo 95. Seja Z apx® com coeficientes satisfazendo ag = a1 = 1 e Qpio = Api1+ Gy
k=0
, entao a, ¢é a sequéncia de fibonacci ( na verdade com a troca f(n + 1) = a,), por isso
. a 1++v5 ) C ey, : .
temos lim —+% = 2\/_ = lim {/a,, (estamos supondo esse limite ja conhecido) o raio
Qp

—1+v5
2

1+vV5-1++5
2 2

de convergéncia é o inverso desse valor, que é , pois

1.

Questao 6

Exemplo 96. A func¢ao definida pela série

o) = 3 G

k=0
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estd bem definida para todo = € R e satisfaz a equagao diferencial
/
"+ =+ f=0Vz#0.
x

A série converge absolutamente em qualquer x real pois, por comparacao com a série

exponencial
2 2
< (TR
(k12 47 — (k) 4

A série possui raio de convergéncia infinito . Podemos derivar termos a termo

(_1>k ka—l

kzzo (nz 2R
2

Z k|>2 B)(2k — 1)~

k=0

podemos comecar as somas de k£ = 1 pois em k£ = 0 se anulam, podemos notar colocando

termos em evidéncia que

/
porisso [+ —+ f=0.
T
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